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1 Losungsvorschlage

1.1 Aufgabe 1

Wir schreiben die gegebene Zahl in einer anderen Form aus und manipulieren diese entsprechend,
um sie faktorisieren zu kénnen. Es gilt

2016 100217 1
1010101..01 = 100 = —/——— —
— Z 100 —1
2016-mal 0 k=0
(102017)2 12
- 99
B (102017 o 1) . (102017 + 1)
9-11
102017 -1 102017 + 1
-9 1

Dabei haben wir die Summenformel fiir die geometrische Reihe fiir die erste Zeile verwendet und
die dritte binomische Formel fiir die Faktorisierung. Es geniigt nun zu zeigen, dass die Zahl in
dieser Darstellung aus einem Produkt zweier ganzzahliger Faktoren > 1 besteht.

Offensichtlich gilt 10217 — 1 > 9 und genauso 10%°17 + 1 > 11, das heifit also, dass die beiden
2017 2017
Faktoren % und 10171“ tatsdchlich grofer als 1 sind . Es verbleibt die Ganzzahligkeit zu
beweisen. Das folgt aus der Restklassenrechnung
10=1 (mod9) = 1017 =127 =1 (mod 9)
10=-1 (mod11) = 10°°" = (-1)**'" = —1  (mod 11)
Das impliziert die Teilbarkeitsbeziehungen 9 | 102°17 — 1 und 11 | 102°)7 + 1, was genau der

Ganzzahligkeit der obigen Faktoren entspricht.

Damit ist die gegebene Zahl ein Produkt aus zwei ganzzahligen Faktoren > 1 und ist demnach
eine zusammengesetzte Zahl und folglich keine Primzahl. O
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1.2 Aufgabe 2

Es sei d(z,y) die Funktion, die den Abstand zweier geometrischer Objekte bestimmt. Weiter steht
[AABC] fir die Fliche eines Dreiecks. Man beachte, dass [AB] hier die Bezeichnung einer Strecke
sei. Mit |AB| bezeichnen wir die Lénge einer Strecke.

Wir behaupten, dass die Fliche dann stets i ist. Dazu zeigen wir erstmal, dass es optimal fiir
Bernd ist, wenn er Y so wahlt, dass XY parallel zu AB ist. Danach beweisen wir, dass der beste
Spielzug von Anja ist, den ersten Punkt X als Mittelpunkt von Seite [BC] festzusetzen.

Wir beweisen zuerst, dass Bernd den Punkt Y so wéhlt, dass XY parallel zu AB ist. Dazu be-
trachten wir vorerst einen beliebigen Punkt X auf der Strecke [BC], denn wenn die eben genannte
Aussage fiir einen beliebigen Punkt X auf [BC] gilt, dann gilt sie auch fiir den Mittelpunkt von
[BC].

Es sei Y,p¢ der Punkt, so dass XY, parallel zu AB ist. Wir unterscheiden nun zwei Félle und
beweisen, dass, wenn Bernd einen beliebigen Punkt Yy,q auf [C'A] wahlt, welcher nicht Yy ist,
dann gilt auch nach einem optimalen Spielzug von Anja [AXYyaqZ] > [AXY,pZ], doch das Ziel
von Bernd ist schliefilich die Fléche von AXY Z mdoglichst gering zu halten, womit Y, seine Wahl
sein muss.

Fall 1: Es sei Yj)aq €in Punkt auf der Strecke [AYqpy].

C

A B

Abbildung 1: Gemeinsame Seite [X B] zur angenehmen Flachenberechnung

Wir beweisen [AXY},aqB] > [AX Y, B] und leiten aus dieser Beziehung her, dass Bernd mit Yiaq
sicher einen schlechteren Zug als mit Y, gesetzt hat. Es gilt
[AXYpaaB) =

+d(Yoad, XB) - | XB| und [AXYepB] = = - d(Yept, XB) - | X B,

N
N

womit es gentigt d(Ypaq, XB) > d(Y,p, X B) nachzuweisen.
Da die Lote von Ypaq und Y, auf X B parallel zueinander sind, kénnen wir den Strahlensatz
anwenden.

|CYopt| |CYbad|

d(Yopt, XB) ~ d(Ypad, XB) — d(Yiaa, XB) = d(Yop, X B) -

|CYbadl
|CY0pt |

Es gilt aber nach Konstruktion |CYhaa| > |CYop|, also % > 1, womit dementsprechend die
op

Beziehung d(Yiaa, XB) > d(Yopt, X B) und somit [AXY,aqB] > [AX Yo B] folgt. Es bleibt zu
begriinden, dass daraus auch folgt, dass Bernd mit Y},q einen schlechten Zug gespielt hat.
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Erstmal ist leicht zu zeigen, dass, wenn Bernd Y;,¢ wéhlt, dann ist die letztendliche Fléche stets
genauso grofl wie [AXY,,B] unabhingig von der Wahl von Anja. Es sei ndmlich Z ein beliebiger
Punkt auf der Geraden AB, dann ist d(Z, XY,p;) fiir alle solche Punkt Z konstant, da XYp
parallel zu AB ist. Es gilt aber [AXYonZ] = 1 - d(Z, XYopt) - [XYopt|. Damit ist die Fléiche
auch fiir alle Punkte Z auf der Geraden AB konstant und Anja muss nach Spielbedingungen einen
Punkt Z auf der Strecke [AB] aufer A oder B wihlen, womit die Flache von AXY,;Z tatséchlich
nicht mehr von Anja abhéngt, sondern stets flichengleich zu AXY,, B ist.

Es bleibt zu zeigen, dass ein Punkt Z auf [AB] existiert, sodass [AX YpaaZ] > [AX Yo B] gilt. Anja
kann den Punkt Z beliebig nahe an B wihlen und damit auch AXYj,,qB beliebig anndhert, womit
also auch die Flache [AXY},q4B] von Anja beliebig angenéhert werden kann, sodass durchaus ein
solcher geforderter Punkt Z existiert, da wir [AXYpaqB] > [AX Yopt B] gezeigt haben.

Fall 2: Es sei nun Yj,aq ein Punkt auf [CY,p].

C

Yhad

}/opt X

A B

Abbildung 2: Gemeinsame Seite [X A] zur angenehmen Flichenberechnung

Dieser Fall geht analog, dazu betrachten wir nur statt Punkt B den Punkt A.
Es geniigt wie in Fall 1 die Ungleichung [AXY},aqA] > [AX Yo, A] zu zeigen. Es gilt

1 1
[AXYihaad] = 3 -d(Ypaa, XA) - | XA| und [AXY,, 4] = 3 ~d(Yopt, XA) - | XA,
sodass es wieder reicht d(Ypad, XA) > d(Yop, X A) zu zeigen. Da die Lote von Yop, bzw. Yiaq auf
X A parallel sind, gilt nach dem Strahlensatz
|AYopt | AYbadl | AYpad|
= d(Ypaa, XA) = d(Yope, XA) - .
Vo XA) AV, xA) ot XA = Ao XA
Nach Konstruktion gilt wieder |AYpad| > [AYopt|, womit d(Yoaa, X A) > d(Yope, X A) folgt, sodass
wir [AXYpaqA] > [AX Y, A] gezeigt haben.
Da Anja mit ihrer Wahl von Z den Punkt A beliebig anndhern kann, haben wir mit gleicher
Argumentation wie in Fall 1 gezeigt, dass Bernd auch hier einen schlechteren Zug mit Yyaq spielt.

Folglich wéhlt Bernd Y so, dass Gerade XY parallel zu AB ist. Wir fokussieren uns also auf X
und zeigen, dass Anja diesen als Mittelpunkt von Strecke [BC] setzt.

Es sei |CX| =: s, |XB| =: t und |BC| =: a = s +t. Da XY parallel zu AB ist, gilt nach dem
Strahlensatz

|XY| |AB|
o a

S

> |XY]|=|AB] 2
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und genauso

d(X’tAB) _dCAB) . 4(x AB) = d(c, AB)- L,
a a

da die Lote von X und C auf AB parallel sind.

C

A A B
Abbildung 3: Beliebiger Punkt Z auf [AB], trotzdem konstante Fliche [AXY Z] = 1!

Wenn wir nun diese Darstellungsformen von |XY| und d(X, AB) geschickt einsetzen, dann folgt

1 1
[AXYZ]:§-|XY\-d(Z,XY):§-|XY\-d(X,AB)

1 S t

— _.|AB|- 2. AB) - =
5-14B|- 2 -a(c.AB) - -
st

o st

(s +1)?

Dabei nutzten wir die Beziehung [AABC| =1 und es gilt d(Z, XY) = d(X, AB), da XY parallel
7zu AB ist und Z auf AB liegt.

Es bleibt also den letzten Bruch zu minimieren. Nach der AM-GM Ungleichung gilt
(s +1t)% > (2V/st)? = 4st.

Indem wir diese Ungleichung nutzen, bleibt

st st 1
AXYZ]= — - < — ==
[ ] (s+1t)2 ~ 4st 4
iiber. Gleichheit gilt nach AM-GM genau dann, wenn s = ¢, also, wenn X der Mittelpunkt der
Strecke [BC] ist.

Damit wihlt Anja den Punkt X tatséchlich als Mittelpunkt von [BC], da sie die Fliche maximieren
will. Nach der AM-GM Ungleichung ist hier auch der Gleichheitsfall in der Ungleichung erreicht,
es folgt

52 52 1

AXYZ]=———=—=-.

[ ) (s+s)2 452 4
Wenn sowohl Anja, als auch Bernd optimal spielen, hat das Dreieck AXY Z also am Ende des
Spiels immer den Flécheninhalt i, wie wir bereits behauptet haben.
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1.3 Aufgabe 3 - Losung 1, Parallele Tangente

Es sei t die Tangente an den Umkreis k£ von ACDP in Punkt P. Wir beweisen, dass t parallel zur
Geraden AB ist und folgern anschliefend, dass PQ senkrecht auf ¢ steht.

Abbildung 4: Zwei parallele Geraden und ein versteckter Kreis

Es sei X ein beliebiger Punkt auf ¢ auf der rechten Seite von P bzw. auf der gleichen Seite wie C
beziiglich der Geraden BD, dann gilt

sxpcY sppc? sBpc? /BAC,

wobei (1) aus dem Tangentenwinkelsatz folgt.

Weiter sind die Punkte B, P und D kollinear, da nach Definition Punkt P ein Schnittpunkt der
Strecke [BD] mit einer anderen Strecke ist. Aus dieser Kollinearitét folgt (2).

Schlieflich gilt (3) nach dem Peripheriewinkelsatz an Sehne [BC] auf dem Kreis mit den vier
Punkten A, B,C und D.

Mit ZXPC = ZBAC koénnen wir aus dem Stufenwinkelsatz tatsdchlich die Parallelitdt von ¢ und
ADB schliefsen.

Da APQD und AQCP stets mit Hypotenuse [PQ)] - aufgrund der Orthogonalitit von QC' auf
AC bzw. QD auf BD nach Voraussetzung - rechtwinklig sind, liegen die Punkte C' und D auf dem
Thaleskreis tiber [PQ)], sodass Viereck DPCQ ein Sehnenviereck ist. Man beachte, dass wir hier
bei der Orthogonalitit erneut verwendet haben, dass P auf [AC] und auf [BD)] liegt, wir nutzten
AC = AP und BD = BP. Damit liegt Punkt ) auch auf dem Umkreis von ACDP.

Da sogar APQD und AQCP mit Hypotenuse [PQ] rechtwinklig sind, folgt aus dem Satz des
Thales, dass [PQ)] ein Durchmesser dieses Kreises ist.

Folglich liegt der Mittelpunkt M des Kreises k auf [PQ)], aber die Strecke von dem Kreismittelpunkt
zu einem Punkt P auf der Peripherie des Kreises steht stets senkrecht auf die Tangente zu dem
Kreis in diesem Punkt P. Dementsprechend steht PM senkrecht zu ¢, aber M liegt auf [PQ)], das
heifst, es gilt PM = PQ, womit auch PQ orthogonal auf ¢ steht. Doch Tangente ¢ ist parallel zu
AB wie wir bereits bewiesen haben! Damit steht PQ ebenfalls senkrecht auf AB, womit wir die
Behauptung bewiesen haben.

Dabei beachte man, dass dieser Beweis bei allen verschiedenen moglichen Lagen funktioniert. O
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1.3.1 Aufgabe 3 - Lésung 2, Ahnliche Dreiecke

Es sei der Schnittpunkt von den Geraden PQ und AB mit X bezeichnet. (Existenz von X folgt
aus der ersten Losung, da ¢ parallel zu AB ist.) Dann gehen wir mit Winkelsétzen am Kreis vor
und zeigen, die Ahnlichkeit AXBP ~ ADQP.

Abbildung 5: Winkeljagd nach dhnlichen Dreiecken {iber Sehnenvierecke

Wegen /PDQ + ZQCP = 90° + 90° = 180° ist Viereck DPCQ ein Sehnenviereck. Genauso ist
ABCD ein Sehnenviereck, da nach Angabe die Punkt A, B,C, D auf einem Kreis liegen. Es gilt
folglich {iber Peripheriewinkelsiitze

/PBX = /ZDBA =4DCA=4DCP = /ZDQP.

Dabei nutzen wir bei dem zweiten Gleichheitszeichen das Sehnenviereck ABC D und bei der letzten
Gleichheit die Eigenschaften des Sehnenvierecks DPCQ.

Es gilt weiter aber auch nach dem Scheitelwinkelsatz /X PB = ZQPD. Damit stimmen die
Dreiecke AX BP und ADQP in zwei Winkeln, ndmlich /PBX = /DQP und /XPB = /ZQPD,
iiber ein, womit wir deren Ahnlichkeit mit dem WW-Satz nachgewiesen haben.

Damit folgt unmittelbar, dass der dritte Winkel auch gleich ist, was
/BXP=/PDQ = 90°

liefert. Das ist genau die Orthogonalitit der Gerade AB und PQ. O
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1.4 Aufgabe 4

Wir beginnen mit zwei Hilfsséitzen und nutzen anschliefsend das Schubfachprinzip.

Lemma 1. Wenn die Zahl n auf der Tafel steht, dann steht diese Zahl mindestens (n + 1)-mal
auf der Tafel.

Beweis. Es sei K ein Kind mit dem Vornamen V', welches die Zahl n geschrieben hat, wobei
diese Zahl oBdA dafiir steht, dass genau n andere Kinder den gleichen Vornamen haben. Folglich
muss jeder dieser n Kinder aber auch die Zahl n geschrieben haben, da aus der Sicht jeder dieser
restlichen n Kinder genau n andere Kinder den Vornamen V haben.

Damit steht die Zahl n bereits (n + 1)-mal auf der Tafel, womit bewiesen ist, dass diese Zahl
mindestens (n 4 1)-mal dasteht.

Dabei beachte man, dass diese auch Zahl 6fter dastehen kann, wenn ein anderer Name auch genau
(n+ 1)-mal in der Klasse vorkommen wiirde. O

Korollar 1. Wenn die Zahl n genau (n+ 1)-mal auf der Tafel steht, dann hat jedes Kind, welches
die Zahl n geschrieben hat, entweder alle den gleichen Vor- oder Nachnamen.

Beweis. Im Beweis von Lemma 1 betrachten wir diejenigen (n + 1) Kinder, die sicher die Zahl
n geschrieben haben, wenn die Zahl n mindestens einmal auf der Tafel steht. Dort folgerten wir,
dass jeder dieser den Vornamen V hat.

Da es aber hier genau (n+1) und damit keine weiteren Kinder gibt, welche die Zahl n geschrieben
haben, haben diese alle den Vornamen V| also den gleichen Vornamen. Man beachte hierbei, dass
oBdA der Vorname betrachtet wurde. O

Lemma 2. Auf der Tafel stehen nur die Zahlen 0,1,2,...,10. Die Zahl ¢ mit 0 < ¢ < 10 steht
dabei genau (i + 1)-mal auf der Tafel.

Beweis. Nach Voraussetzung steht jede der Zahlen 0,1,2,...,10 mindestens einmal auf der Tafel
und mit Lemma 1 steht die Zahl ¢ mindestens (i + 1)-mal auf der Tafel. Damit steht nach der
Gaufschen Summenformel bereits mindestens

11-12

66
2

1+2+--+11=

Zahlen auf der Tafel. Doch nach Voraussetzung stehen genau 66 Zahlen auf der Tafel.

Folglich muss Gleichheit gelten, die Zahl ¢ steht genau (¢ + 1)-mal auf der Tafel, denn offensichtlich
minimieren wir so die Anzahl der Zahlen auf der Tafel. Wenn die Zahl i auf der Tafel steht, dann
mindestens (i + 1)-mal, womit (¢ + 1)-mal die minimale Anzahl ist.

Genau das ist behauptet. O

Wir betrachten nun die Gruppe der 11 Kinder, die als eine Zahl 10 geschrieben haben. OBdA
haben diese 11 Kinder den gleichen Vornamen. Diese Annahme kénnen wir nach Korollar 1
machen. Als zweite Zahl haben sie aber sicher nicht 10 geschrieben, da nach Lemma 2 die Zahl
10 genau 11 mal auf der Tafel steht, das heifit, es bleibt fiir jeden dieser Kinder nur noch eine
Zahl zwischen 0 und 9 iibrig. Das sind aber nur 10 Zahlen und es gibt 11 Personen! Nach dem
Schubfachprinzip haben folglich zwei dieser Kinder als zweite Zahl die gleiche Zahl geschrieben,
sie haben dementsprechend nach Korollar 1 auch den gleichen Nachnamen.

Damit haben wir zwei Kinder, die den gleichen Vor- und Nachnamen tragen, gefunden, womit wir
die Behauptung bewiesen haben. (]



