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Qi Zhu, Klasse 10

Werner-Heisenberg-Gymnasium Garching

1 Losungsvorschlage fiir Aufgaben des BWM

1.1 Aufgabe 1

Wir zeigen mit einer Symmetriestrategie, dass fiir alle Paare (a,b) mit geraden positiven ganzen
Zahlen a,b Anja den Gewinn erzwingen kann.

Es sei oBdA a > b. Dann bezeichnen wir die Einheitsquadrate mit [z]y], wobei x die Spalte und
y die Zeile angibt und dabei a die maximale Spalte und b die maximale Zeile angibt. Wir zdhlen
dabei bei der Spalte von links nach rechts und bei der Zeile von unten nach oben.

Anja fingt dann damit an ein b - b Quadrat in dem Bereich

a—2>b a—2b a—2>b
[ 5 +1k],{2+2|k},...,[ 5 +bk],

wobei k die Zahlen 1,2,...,b durchliuft, zu legen. Dieses b - b Quadrat liegt auf der Mittelsenk-
rechte durch die Seite mit Linge a und wird genau in der Hélfte durch dieser Geraden geteilt. Das
stimmt, da die Mittelsenkrechte genau zwischen [4|k] und [ + 1|k] liegt. Und da das b-b Quadrat
von Anja dann in zwei % - b Teile geteilt werden soll, miissen wir nur % — 1 Einheitsquadrate nach
links von [%|k] und bzw. rechts von [% + 1|k] gehen, womit genau die obrigen Werte folgen. Man
beachte, dass das alles moglich ist, weil a und b gerade sind und somit § bzw. % je ganzzahlig

sind.

[a/0]

[1[1]

Abbildung 1: @ x b Rechteck = Schwarz gefarbtes Quadrat ist Anjas b - b Quadrat

Dann ist die Mittelsenkrechte durch die Seite mit Linge a nach Anjas erstem Zug eine Symmetrie-
achse und man kann nichts mehr auf die Symmetrieachse legen. Damit kann Anja nun jeden Zug
von Bernd kopieren. Fiir jedes Quadrat, das Bernd farbt, firbt Anja genau das, das per Spiege-
lung an der Symmetrieachse entsteht. Mit dieser Strategie ist nach jedem Zug von Anja die Figur
komplett symmetrisch beziiglich der Symmetrieachse, das heifft Anja kann mit dieser Strategie aus
Symmetriegriinden immer firben, wenn Bernd zuvor konnte. Dieses Spiel ist allerdings endlich,
da es nur a - b Einheitsquadrate gibt, muss es irgendwann enden und da Anja immer farben kann,
muss Bernd irgendwann verlieren, sodass Anja mit dieser Strategie immer den Sieg erzwingen
kann. O
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1.2 Aufgabe 2

In diesem Beweis nutzen wir einen Hilfssatz, die der schriftlichen Division in der Schule &hnelt
und fiihren damit schlieflich einen Widerspruchsbeweis.

Lemma 1. Es seien a < b zwei positive ganze Zahlen.
a=b-q+ro

=b —l—i +r
=0-qo 10 q1 1

=b +£ -l—i +r
=0-4qo 10 a1 102 q2 2

Es sei ¢; die grofte ganze Zahl, fiir die 1%1- ~qi <ri_qund r; = a— Z;:o % - gj. Es sei weiter

r_1; = a. Es gilt dann

(a) die Beziehung r; =r;_1 — 1%1. - g

(b) Dann sind ¢1, g2, ... die Nachkommastellen der Zahl .
(c) Die Zahl 107 - r; ist immer ganzzahlig.

Beweis. Vorab existiert die oben genannten Darstellungen, denn man kann immer eine grofite
ganze Zahl finden, fiir die ¢; die Bedingungen geniigt. Dementsprechend kénnen wir ¢y wihlen,
die erste Form erzeugen, dann ¢; wéhlen, die zweite Form berechnen, und so weiter. Insbesondere
sind die Darstellungen eindeutig, da es genau immer genau eine Zahl g; gibt, diese soll schlieftlich
maximal sein.

Die rekursive Darstellung in (a) ist leicht bewiesen. Dazu nutzen wir die explizite Formel.

i i—1
b b b
i = Ti-1 = a—.EOW'Qj - a—éoﬁ'% :—Toi'%‘-
J= Jj=

Addition mit 7;_; auf beiden Seiten liefert die rekursive Darstellung

b
TP =Ti-1 — 100 G-
Nun zu (b). Wir zeigen 0 < ¢; < 10 fiir 4 > 1 per Widerspruch. Sollte namlich ¢; > 10 gelten, dann
folgt

b > b 10 = b
T T A T
Das erste Gleichheitszeichen ist genau Lemma la. Nach Definition der Maximalitdt von g¢;_1
< < b ( +1)
1 i1 ST 7 (G- )
10i-1 di—1 2 1pi-1 qdi—1

wobei die rechte Ungleichung aus der Maximalitét folgt. Andererseits gilt aber mit der rekursiven
Formel von r;

Ti—2 =Tj—1 T 101 %1

_ b b
SETUETI T

b
=0T (qi—1+1)

cqi—1
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Das ist ein klarer Widerspruch zur vorhergehenden Ungleichungskette! Es folgt also, dass ¢1, go, - - -
alles Ziffern sind. Division durch b in der Ursprungsgleichung liefert dann

O ot =@t gt
b—fJO 10 il 102 q+ ...

und das ist natiirlich wegen den Zehnerpotenzen die eindeutige Dezimaldarstellung der Zahl 7,
womit qq, go,... tatsichlich die Nachkommastellen sind.

Es bleibt (c¢) zu zeigen. Es gilt

brdot gt gyt g
a="0b-qo0 10 Uil 102 Tq2 10 Qi T T
und Multiplikation mit 10? liefert

100 a=10"b-qo+ 10" - b-qu +10"2 b-go+-- -+ b-q + 10° - 1

Nach Definition ist a, b, o, g1, g2, - . . , ¢; ganzzahlig, womit 10°-a und alle Summanden aufer 10%-r;
auch ganzzahlig sind. Aber dann folgt unmittelbar, dass auch der letzte Summand ganzzahlig ist,
was zu zeigen war. O

Damit nun die Ziffernfolge 7143 irgendwo in den Nachkommastellen von ™ enthalten ist, muss es
eine Folge q; = 7,q1+1 = 1, qi+2 = 4, qi+3 = 3 geben. Dann folgt nach Deﬁmtlon von ¢;

n n
7 - 10 <r-1<8- IOZ

Dabei ist das erste Ungleichheitszeichen ein < und kein <, da sonst die Dezimaldarstellung mit

der Ziffer 7 enden wiirde. Die Ungleichung rechts folgt aus der Definition auch g;, ndmlich, dass

7 die grofite ganze Zahl sein soll, fiir die 7 - 157 < r—1 gilt. Nutzung der Rekursionsformel fiir r;

liefert r = ;1 — . Also folgt genau wie oben, damit ¢;11 = 1 gilt, die Ungleichungskette
n n n

1.710l+1 <Tl_1—7'rm <2.710l+1'
Analog schliefen wir auf

n n n n

4 10+2 <rl*1_7'170l_1. 10i+1 <5 101+2
und schlieflich
n n n n n
3 qgms ST g — b o —4 oz <4 1oms

Dabei darf hier das erste Ungleichheitszeichen ein < sein, da die Folge nun enden darf.

Damit die Ziffernfolge 7143 in den Nachkommastellen zu finden sind, miissen die vier Ungleichungs-
ketten alle erfiillt sein. Wir befassen uns ausschlieflich mit der letzten Ungleichung, denn wenn
mindestens eine der Ungleichungen nicht erfiillt werden kann, dann folgt direkt der Widerspruch.

Multiplikation mit 10*3 und Vereinfachen liefert fiir die letzte Ungleichungskette
3n < 103 . r;_1 — 7000n — 100n — 40n < 4n = 7143n < 103 - 1, < T144n.

Erneute Division durch 10000 = 10* liefert

14 144
Q-n<10l_1-rl 7

10000 "= -1 < 0000 "

Nach Lemma lc ist (10'~1 - 7,_;) ganzzahlig.
Wir zeigen, dass es fiir n < 1250 kein Intervall I =: [{H43 . p, 170104?40 n[ gibt, sodass es in I
mindestens eine ganze Zahl gibt. Daraus folgt dann, dass es kein (10°~* - r;_1) € Z geben kann,
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das die obrige Ungleichung befolgt.
Wir gehen vom Gegenteil aus, wir nehmen also an, es gebe ein n < 1250, fiir die das Intervall 1
mindestens eine ganze Zahl hat. Da die Differenz der oberen und unteren Grenze

7144 7143 1 1
10000 10000 10000 10000

ist, gibt es hochstens eine ganze Zahl in I und damit nach Annahme genau eine. Es sei eine positive
ganze Zahl z in I enthalten. Dann kann man dann

-1250 <1

7144 n

——— - n=z+c

10000
schreiben, wobei ¢ < m -n eine positive rationale Zahl ist. Dabei muss ¢ positiv sein und darf
nicht 0 sein, da 5et - n = z + 0 nicht in I enthalten ist. Weiter ist c rational, da z und 5t - n

rational sind.
ot pElich 7143 _ 7144 1 i ;
Genau dann ist ndmlich 15555 * 7 = 105505 * ? — To000 - < 2, womit im Intervall I die ganze Zahl 2

enthalten ist. Wir zeigen, dass das nicht moglich ist. Die Gleichung ist dquivalent zu

7144n = 10000z + 10000c.

Es muss folglich 10000c € Z gelten, da 7144n und 10000z ganzzahlig sind. Ferner gilt 10000c < n
wegen ¢ < ﬁ -n. Weiter ist z sicher die grofite ganze Zahl, fiir die 10000z kleiner als 7144n ist.
Sei dies ndmlich nicht der Fall, dann wére

10000c¢ = 7144n — 10000z > 10000,

aber das ist ein Widerspruch zum oben gezeigten 10000c < n < 1250.
Es folgt also, dass z tatsdchlich die grofite ganze Zahl ist, fiir die 10000z kleiner als 7144n ist,
folglich sind 7144n — 10000z = 10000c¢ genau die vier letzten Stellen der Zahl 7144n. Das heift
wiederum, dass es genau der Rest von 7144n modulo 10000 ist.
Es sei also

7144n =z (mod 10000)

mit 1 <z < 10000, dann ist 10000c = x, aufer bei z = 10000, dann ist der Rest namlich 0. Aber
c ist positiv, es kann also nicht 0 sein, damit 10000c = = gelten kann.

Wir zeigen, dass fiir alle n < 1250 die Beziehung x > n und damit wegen 10000c < n die
Ungleichung = > 10000c¢ gilt oder = 10000 gilt, dann kann man n&mlich kein ¢ mit z = 10000c¢
finden, womit die Gleichung fiir n < 1250 keine Losungen hat.

Weil 7144 - 7= 8 (mod 10000) gilt, folgt

T144(7k 4+ 1) = 7144 + 8k
T144(7k + 2) = 4288 + 8k
7144(7k + 3) = 1432 + 8k
7144(7k 4+ 4) = 8576 + 8k »  (mod 10000)
7144(7k 4 5) = 5720 + 8k
7144(7k + 6) = 2864 + 8k

7144(7k +7) = 8 + 8k

Das folgt wegen 7144(7k + e) = 7144 - 7 - k 4 7144e = 8k + 7144e (mod 10000) fir e = 1,2,...,7,
wobel man 7144e (mod 10000) leicht per Hand nachrechnet.
Fir 1 <k <178 gilt 8 < 8k < 1424 und damit

10000 = 8576 + 1424 > 8576 + 8k.

Die anderen Terme sind offensichtlich kleiner als 8576 + 8% und iiberschreiten folglich nicht 10000,
womit unmittelbar folgt, dass fiir £ < 178 alle Reste im gewiinschten Intervall zwischen 1 und
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10000 liegen. Natiirlich ist der Faktor n = 7k + e mit e = 1,2,...,7 stets kleiner als die rechte
Seite fiir die genannten Werte von k. Aber die Zahlen (7k + e) erreichen mit k = 178 und e =4

7-178 +4 = 1250.

Das heifst, dass tatsédchlich die Behauptung gilt, also stets n < x oder = 10000 fiir n < 1250! Es
kénnen also fiir alle n = 1,2, ...1250 die Gleichung 7144n = 10000z 4 10000c¢ nicht erfiillt werden.
Da die besagte Gleichung nicht erfiillt werden kann, folgt dass die Ungleichung am Anfang nicht
erfiillt werden kann, das ist der gewiinschte Widerspruch, es muss tatsichlich n > 1250 sein.

Die Voraussetzung kann fiir ein n > 1250 auch tatsichlich erfiillt werden, man nehme dazu bei-

. . _ 7143 _
spielsweise 7 = {5565 = 0, 7143. O
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1.3 Aufgabe 3

Es sei a,, die Anzahl moglicher Farbungen fiir die n Zahlen 1,2,... n. Dann zeigen wir
ap, =3-2™ — 3.

Wir arbeiten mit der korrespondierenden rekursiven Darstellung von a,.

Lemma 2. Wenn a,, = 2a,,_1 + 3 fiir alle positive ganze Zahlen n > 2 und a; = 3 gilt, dann folgt
an =3-2"—3.

Beweis. Wir nutzen das Verfahren der vollstdndigen Induktion. Fiir n = 1 gilt nach Voraussetzung
a; = 3, welches die Gleichung a; = 3-2! —3 erfiillt. Das war also der Induktionsanfang. Nun nehmen
wir als Induktionsvoraussetzung an, dass a,, = 3-2" — 3 gilt und zeigen damit a,,,; = 3-2"+! — 3.
Nach der rekursiven Vorschrift und der Induktionsvoraussetzung gilt

An+1 = 2ap + 3

=2(3-2"-3)+3
=321 -3
Doch das ist genau die Induktionsbehauptung! Hiermit ist der Induktionsschritt beendet. O

Wenn wir also die Rekursion a,, = 2a,,_1 + 3 herleiten kénnen, dann folgt aus dem Lemma die
gesuchte explizite Form.

Es seien Ry, By bzw. G die Mengen der ersten k Zahlen, die in den Farben rot, blau bzw. gelb
gefirbt sind. Weiter sei max(X) bzw. min(X) das grofte bzw. kleinste Element in einer Menge
X und |X]| sei die Michtigkeit der Menge X, also die Anzahl der Elemente in X. Wir zeigen
diesbeziiglich kurz einen Hilfsatz.

Lemma 3. Es gilt
|X| = max(X) —min(X)+1 (mod 2)

fiir X € {Ry, By, G}

Beweis. Wenn wir die Elemente in einer Menge X mit e, es,...,e; durchnummerieren und so
ordnen, dass e; < eg < -+ < ¢; gilt, dann ist e; = min(X) und e; = max(X). Insbesondere dndert
sich die Paritét der Elemente nach (1) in der Aufgabenstellung, das heifst

ery1 =ex+ 1 (mod 2).
Es folgt damit
max(X)=e;=e;1+1=¢_9+2=---=e;+i—1 (mod 2).
Das heifst aber, dass dann

max(X) —min(X)+1=e+i—1—e+1=1

gilt! Doch das ist genau | X|, denn X = {ej,eq,...,¢€;}, das sind genau i Elemente!
Die linke Seite in der Kongruenz in der Behauptung des Lemmas ist damit ¢, die rechte Seite
allerdings auch, womit die Kongruenz tatsichlich gilt. O

Offensichtlich ist a; = 3, denn wir kénnen die Zahl 1 entweder in rot, blau oder gelb farben und
befolgen dabei stets beide Bedingungen. Eine weitere Moglichkeit die 1 zu farben gibt es nicht, da
es keine andere Farben mehr gibt.

Nun betrachten wir alle moglichen a,, Farbungen von

1,2,3,...,n
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und betrachten, wie wir die Zahl (n + 1) firben diirfen. Dabei zeigen wir, dass in allen Fillen,
aufser in drei genau zwei Farbungen moglich sind. In diesen drei Sonderfillen sind drei verschiedene
Farbungen von (n + 1) mdglich.

Daraus wiirde mit einfacher Kombinatorik

apt1 = 2(an, —3)+3-3
=2a, —6+9
=2a, +3

folgen.

Wir unterscheiden drei Fille in Bezug darauf wieviele Farben bei der Farbung der ersten n Zahlen
verwendet wurden.

Fall 1: Wenn nur eine Farbe verwendet worden ist, dann kénnen wir (n + 1) in alle drei Farben
farben. Es sei oBdA zum einfacheren Aufschreiben die Farbe, die bei den ersten n Zahlen verwendet
worden ist, rot. Dann diirfen wir (n+1) € B,,11 oder (n+1) € G,,11 wihlen, da beide Bedingungen
aus der Aufgabenstellung dann offensichtlich noch erfiillt sind, da nach der Farbung von (n + 1)
dann genau zwei Farben verwendet werden und somit (2) aus der Aufgabenstellung keine Rolle
spielt. Weiter ist die Paritét von (n + 1) hier irrelevant, da B,, und G,, leer sind, womit (1) in der
Aufgabenstellung erfiillt ist.

Auch kénnen wir (n+ 1) € R,,41 wahlen, denn die grofite Zahl in R, ist n und diese hat natiirlich
nicht die gleiche Paritdt wie (n + 1). Ferner wird natiirlich nur eine Farbe verwendet, (2) bleibt
wieder unwichtig.

Das heifit, das sind genau unsere Sonderfille! Die Farbe bei den ersten n Zahlen kann entweder
rot, blau oder gelb sein, die Anzahl dieser ist genau drei und zu je dieser dreier Moglichkeiten
koénnen wir genau drei verschiedene Farbungen ausfiihren!

Fall 2: Es seien nun genau zwei verschiedene Farben verwendet worden. Seien diese oBdA rot
und blau. Wir unterscheiden hier zwei Unterfélle, ndmlich die Paritdt von n und zeigen hier, dass
(n+ 1) immer in genau zwei verschiedenen Férbungen gefirbt werden kann.

Fall 2.1: Es sei n gerade.

Wir zuerst, dass es nie sein kann, dass (n+1) in alle drei Farben gefarbt werden kann. Dafiir gehen
wir vom Widerspruch aus und nehmen an, dass es eine Farbung der ersten n Zahlen gibt, sodass
(n 4+ 1) in alle drei Farben gefarbt werden kann. Damit (n + 1) in rot und blau gefirbt werden
kénnen, muss nach (1) fiir die Paritdt max(R,,) = max(B,,) =n =0 (mod 2) gelten. Weiter gibt
es nach (2) genau ein minimales Element, das gerade ist, damit (n 4+ 1) in gelb gefirbt werden
kann. Sei dies o0BdA rot, also min(R,,) =0 (mod 2) und min(B,) =1 (mod 2). Damit folgt aber
nach Lemma 3

{1,2,...,n} = |Ru| + |Bal = (0= 0+ 1)+ (0—1+1) =1 (mod 2).

Doch es gilt [{1,2,...,n}| =0 (mod 2) wegen n =0 (mod 2), Widerspruch!

Es bleibt zu zeigen, dass eine (n+ 1) immer in zwei verschiedenen Farben gefdrbt werden kann. Da
n in genau einer Menge enthalten sein muss und es das maximale Element in {1,2,...,n} ist, muss
es auch das maximale Element von R,, oder B, sein. Es sei o0BdA max(R,,) = n, wir kdnnen also
(n+ 1) in rot firben. Dann gibt es genau zwei Moglichkeiten, ndmlich min(R,,) = min(B,) = 1
(mod 2) oder genau eines dieser Minima ist gerade. Den Fall min(R,,) = min(B,,) = 0 (mod 2)
gibt es nicht, da die kleinste Zahl in der Menge {1,2,...,n} ungerade ist und diese das minimale
Element von entweder R,, oder B,, sein muss.

Bei min(R,,) = min(B,) =0 (mod 2) nutzen wir max(R,) =n =0 (mod 2). Nach Lemma 3 folgt
{1,2,...,n}| = |R,|+|Bn| = (0-04+1)+ (max(B,) —0+1) = max(B,)+2 = max(B,,) (mod 2).

Damit ist max(B,) = 0 = n (mod 2), sodass wir (n + 1) hier auch in blau farben kénnen! Hier
kénnen wir also insgesamt (n + 1) sicher in rot und blau farben.
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Bei min(R,) =1 (mod 2) und min(B,,) =0 (mod 2) oder min(R,) =0 (mod 2) und min(B,,) =
1 (mod 2) diirfen wir nun, da genau es genau eine Farbe gibt, fiir die die kleinste Zahl in dieser
Farbe gerade ist, nach (2) die Zahl (n + 1) in gelb firben, also sind hier fiir (n + 1) sicher die
Farben rot und gelb mdglich.

Wir haben in allen moglichen Fillen gezeigt, dass es nicht moglich ist, dass (n + 1) in allen drei
Farben gefdarbt werden kann, allerdings gibt es stets eine Moglichkeit (n + 1) in mindestens zwei
Farben zu farben. Folglich kann (n+ 1) immer in genau zwei verschiedenen Farben geféirbt werden.

Fall 2.2: Es sei n ungerade.

Dieser Fall wird analog wie Fall 2.1 behandelt. Zuerst nehmen wir an, es gebe eine Farbung fiir
die ersten n Zahlen, sodass (n + 1) in alle drei Farben geférbt werden kann.

Damit (n + 1) in rot und blau gefirbt werden kénnen, muss nach (1) die Beziehung max(R,) =
max(B,) = n = 1 (mod 2) gelten. Weiter beachten wir, dass (n + 1) eine gerade Zahl ist und
folglich nach (2) es min(R,) = min(B,) =1 (mod 2) gelten muss, damit (n + 1) in gelb gefirbt
werden kann, denn dann sind alle drei Farben vertreten und die kleinste gelbe Zahl wére gerade,
die kleinste rote und blaue muss folglich ungerade sein. Nach Lemma 3 ist nun

{1,2,....,n} =|Ru|+|Ba|=(1-141)+(1-141)=0 (mod 2),

ein Widerspruch zu [{1,2,...,n}| =1 (mod 2), da n ungerade ist. Damit kann (n+1) nie in diesem
Fall alle drei Farben geférbt werden, sodass nur noch iibrig bleibt, zu zeigen, dass mindestens zwei
Farbungen fiir (n + 1) stets moglich sind.

Zuerst konnen wir wieder oBdA n € R, setzen. Damit kann also erneut (n + 1) in rot gefdrbt
werden. Analog sind nun wie in Fall 2.1 wieder nur zwei Fille moglich.

Bei min(R,,) = min(B,,) =1 (mod 2) kann man (n + 1) in gelb farben, womit wir unsere zweite
Féarbung gefunden haben.

Bei min(R,) =0 (mod 2) und min(B,) =1 (mod 2) folgt mit Beachtung von max(R,,) = n
(mod 2) nach Lemma 3

1

{1,2,...,n} =|Ru|+|Bn|=(1—-0+41) 4+ (max(B,) — 1+ 1) = max(B,) (mod 2).

Da aber [{1,2,...,n}| =1 (mod 2) gilt, folgt max(B,,) =1 (mod 2) und weil (n + 1) gerade ist,
kann (n+1) in blau gefirbt werden, womit wir hier auch unsere weitere Farbung gefunden haben!

Genauso geht es bei min(R,) =1 (mod 2) und min(B,,) =0 (mod 2). Nach Lemma 3 folgt
{1,2,....,n} =|Rn|+|Bn|=(1—-1+41) 4+ (max(B,) — 0+ 1) = max(B,) (mod 2),
womit wir die gleiche Schlussfolgerung wie beim Fall mit min(R,,) =0 (mod 2) und min(B,) =1

(mod 2) ziehen konnen.

Damit haben wir in diesem Fall gezeigt, dass (n+1) nie in alle drei Farben gefiirbt werden kann, es
kann allerdings stets in mindestens zwei Farben gefirbt werden. Kombination dieser zwei Aussagen
liefert, dass (n + 1) immer in genau zwei Farben gefirbt werden kann.

Fall 3: Im letzten Fall seien alle drei Farben bei der Farbung der ersten n Zahlen verwendet
worden. Wir zeigen auch hier, dass es keine Mdglichkeit gibt bei irgendeiner Farbung der ersten
n Zahlen die Zahl (n + 1) in alle drei Farben zu firben. Angenommen, es sei doch méglich. Dann
muss nach (1) die Paritdtsregel

max(R,) = max(B,) = max(G,) =n (mod 2)

gelten. Weiter sind alle drei Farben involviert, sodass nach (2) genau eines der Minimalelemente
der Mengen gerade sein muss. Sei 0BdA min(R) = 0 (mod 2) und min(B) = min(G) =1 (mod 2).
Damit gilt nach Lemma 3

{12, 0} = |Ru| 4 |Bu| +1Gu] = (n—04+ 1)+ (n—141)+(n—1+1)=3n+1 (mod 2).
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Das ist jedoch ein Widerspruch, denn offensichtlich gilt |{1,2,...,n}| = n, aber die Kongruenz
3n+1=n (mod 2) kann wegen der dquivalenten Kongruenz

2n+1=0 (mod 2)

nie gelten, da die linke Seite ungerade ist!

Analog zu Fall 2 miissen wir nur noch eine Konstruktion fiir zwei Farben angeben.

Es gibt mind. eine Farbe, fiir die das maximale Element die Paritdt von n hat, ndmlich die Farbe,
in der n gefdrbt ist. OBdA sei dies rot, also n € R,,. Folglich kénnen wir (n + 1) in rot farben,
da dies (1) und (2) befolgt. Angenommen, wir kénnen keine weitere Farbe fiir (n + 1) finden, also
weder blau noch gelb ginge. Dann wére max(B,) = max(G,) = n+ 1 (mod 2). Wenn dann wie
oben min(R,,) =0 (mod 2) ist, folge nach Lemma 3

|Rn|+ 1Bl +1Gnl=(n—0+1)+((n+1)—1+1)+((n+1)—1+1)=3n+3=3n+1 (mod 2).

Genauso behandelt man es, wenn entweder min(B,,) =0 (mod 2) oder min(G,) =0 (mod 2) gilt.
Aus Symmetriegriinden kénnen wir erstere annehmen, also min(B,,) =0 (mod 2) und min(G,,) =
min(R,) =1 (mod 2), womit wir wieder mit Lemma 3 argumentieren kénnen.

|Ry| + |Bn] +|Grl=(n—-1+1)+(n+1)—0+1)+((n+1)—1+1)=3n+1 (mod 2)

Doch beide Moglichkeiten kénnen wir wie bereits zuvor zum Widerspruch fithren! Denn natiirlich
ist |{1,2,...,n}| = |Rn| + |Bn| + |Gr|- Die linke Seite ist aber kongruent n (mod 2). Nun hétten
wir wieder die Kongruenz

n=3n+1=2n+1=0 (mod 2),

ein klarer Widerspruch.

Aus dem Widerspruch folgt, dass es mind. eine weitere Menge existiert, fiir die das maximale
Element die Paritét von n annimmt und wir (n + 1) somit in dieser Farbe auch farben konnen.
Wir haben am Anfang gezeigt, dass es nicht in alle drei Farben gefarbt werden kann, somit kann
es genau in zwei Farben gefarbt werden.

Damit haben wir insgesamt a3 = 3 und a, 41 = 2a,, + 3 fiir ein beliebiges a,, gezeigt. Mit Lemma
2 folgt nun genau das Ergebnis, das am Anfang genannt worden ist,

ap =3-2"—3.
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1.4 Aufgabe 4

Im Dreieck AABC sei |AB| := ¢,|BC| := a,|CA| := b und die Abstidnde von P bzw. @ auf die
Seiten [AB], [BC],[CA] mit p1, p2, ps bzw. q1,q2, g3 bezeichnet. Weiter bezeichnen wir mit [-] die
Flache eines Polygons. Ferner seien r bzw. R der In- bzw. Umkreisradius des Dreiecks AABC und
mit §(P, g) sei der Abstand eines Punktes P von einer Geraden g bezeichnet.

Das Dreieck AABC darf nach Voraussetzung nicht gleichseitig sein, denn ansonsten wiirden die
Mittelsenkrechten und Winkelhalbierenden des Dreiecks aufeinanderfallen, sodass I = U gelten
wiirde. Nach Aufgabenstellung sollen diese Punkte jedoch verschieden zueinander sein. Wir be-
trachten nun den Fall, dass AABC' gleichschenklig ist.

Es sei o0BdA a = b. Bekanntlich ist die Mittelsenkrechte auf die Basis eines gleichschenkligen
Dreiecks zugleich auch die Winkelhalbierende des der Basis gegeniiberliegenden Winkel. Da I der
Schnittpunkt der Winkelhalbierenden und U der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten im Dreieck
ABC ist und gerade die Mittelsenkreche auf [AB] und die Winkelhalbierende durch ZACB auf-
einander fallen, liegen I und U auf einer Geraden, ndmlich genau diese Mittelsenkrechte durch die
Basis. Demzufolge ist die Gerade UI genau die Mittelsenkrechte durch [AB].

Abbildung 2: Dreieck ABC ist gleichschenklig: Zeige p1 = ¢;.

Wenn wir p; = ¢1 zeigen konnen, dann haben wir PQ 1 UI gezeigt, da dann P(Q parallel zu
[AB] ist und diese steht natiirlich senkrecht auf ihre Mittelsenkrechte UI. Dazu betrachten wir
die Flache von AABC. P liegt im Innern des Dreiecks ABC, also gilt

[ABC] = [ABP] + [BPC| + [CPA]

1
=3 (|AB|-p1 + |BC|-p2 +|CA| - p3)

1

25(6p1+ap2+ap3)
Lot Yator 4 pa b pa) .

= —¢ —a — Za
2 P1 B P1 T P2 TP3 ) P1
1 1

= 5291(0 —a)+ ia(pl + p2 + p3).

10
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Wenn wir Punkt @ betrachten, erhalten wir analog
1 1
[ABC] = §q1(c —a)+ ia(ql +q2 + q3)-

Das koénnen wir nun gleichsetzen! Mit Beachtung der Voraussetzung d(P) = d(Q), also p1+p2+ps =
q1 + g2 + g3 folgen dann die Aquivalenzumformungen

1 1 1 1
b1 (c—a)+ ga(pl +po+p3) = S0 (c—a)+ §a(q1 +q2 + ¢3)

1 1
ipl(c —a) = §q1 (c—a)

P1=q

Man beachte dabei, dass die Division durch %(c — a) stets definiert ist, da ¢ # a gilt, da AABC
nicht gleichseitig sein darf und somit ¢ — a # 0. Damit haben wir den Gleichschenkligkeitsfall
erfolgreich behandelt!

Es sei im Weiteren ausschliefslich nur nicht-gleichschenklige Dreiecke zu betrachten und es sei o0BdA
b := min(a, b, ¢). Dann kénnen wir zwei Punkte X,Y so definieren, dass |[AX| = |CA| =|CY|=1b
gilt, wobei X auf [AB] und Y auf [CB] liege. Wir zeigen zuerst per Flichenbetrachtung, dass PQ
parallel zu XY ist, wenn d(P) = d(Q) gilt und beweisen anschliefend, dass XY senkrecht zu UI
ist. Wir betrachten mehrere Félle im Bezug auf die Lage von P und @ beziiglich der Gerade XY'.

Fall 1: Es seien P und @ auf der gleichen Seite beziiglich Gerade XY . Weil P im Innern des
Dreiecks ABC liegt, gilt

[ABC] = [AXPYC] + [PXBY].

A b X B

Abbildung 3: Flachenberechnung von AX PYC und AXQY C mit Triangulierung

Weiter gilt aber auch
[ABC] = [AXQYC] + [QXBY].

11
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Nun gilt
[AXPYC]| = ([AXP]+ [CAP] + [CPY))

1
=3 (|AX]-p1 +|CA| - ps +|CY| - pa2)
1

3 (bp1 + bps + bp2)

(p1 + p2 + p3).

= 5b
Analog folgt [AXQY C] = Lb(q1 + ¢2 + g3).

Mit d(P) = d(Q), also p1 +p2 +p3 = q1 + g2 + ¢3 gilt also [AXPY C| = [AX QY C]. Wenn wir also
beide Darstellungen von [ABC] von oben nehmen und vergleichen, folgt

[PXBY] = [QXBY]
Aufspalten dieser Flichen liefert
[XBY]+£[PXY]=[XBY]+£[QXY],

also gilt [PXY] = [QXY]. Man beachte, dass das Pluszeichen benutzt wird, wenn P und @ auf
der gleichen Seite wie A bzgl. Gerade XY sind und das Minuszeichen benutzt wird, wenn sie auf
der anderen Seite sind.

Mit der Flachenformel des Dreiecks konnen wir dann die Flachen [PXY] und [QXY] ausdriicken,
sodass folgt, dass der Abstand von P auf XY identisch mit dem Abstand von @ auf XY ist,

% XY 5(P,XY) = % XY 5(Q, XY) © 5(P,XY) = §(Q, XY),

was unmittelbar die Parallelitit der Gerade PQ und XY liefert, da P und @ auf der gleichen Seite
bzgl. Gerade XY liegen.

Fall 2: Es seien nun P und @ auf verschiedene Seiten bzgl. XY dabei sei o0BdA P auf der selben
Seite wie A bzgl. XY

Abbildung 4: Fall 2: P und @ liegen auf verschiedene Seiten bzgl. XY

Angenommen, es gebe solche Punkte P, @, dann koénnen wir analog wie in Fall 1

[PXBY] = [QXBY]

12
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folgern. Folglich gilt erneut
[XBY]+ [PXY]=[XBY] - [QXY] & [PXY]=-[QXY].

Per Flichenformel im Dreieck kénnen wir dann §(P, XY) = —6(Q, XY) folgern. Aber da wir nur
nicht-negative Abstinde betrachten, miissen diese Abstinde 0 ergeben! Das heifit P und @ liegen
beide auf XY, ein Widerspruch zur Annahme. Der Fall, dass P und @ auf verschiedene Seiten
bzgl. XY sind, kann es also mit der Voraussetzung d(P) = d(Q) nicht geben.

Fall 3: Es sei nun mind. eines der Punkte P und @ auf der Strecke [XY]. OBdA wéhlen wir P.
Analog wie in den vorherigen Féllen gilt

[PXBY] = [QXBY]
Hier beachte man aber, dass PXBY = AXBY gilt, da P auf [XY] liegt. So folgt also wieder
[XBY] = [XBY] + [QXY].

Somit gilt [QXY] = 0, also d(Q, XY) = 0, womit @ auch auf [XY] liegt. In diesem Fall ist also
PQ = XY, was auch die Parallelitit von PQ zu XY liefert.

Abbildung 5: Fall 3: P liegt auf XY, muss @) dann auch auf XY liegen?

Somit ist gilt tatsichlich fiir alle mogliche Lagen PQ || XY, sodass es nun bleibt die Orthogonalitét
von XY auf UI zu zeigen. Wir beginnen hier mit einem Hilfssatz.

Lemma 4. Seien D, E, F die Lotfufpunkte von I auf die Seiten [AB], [BC], [C'A]. Dann gilt

© = |AD| = |[FA| = %b“ y:= |DB| = |BE| = %b*c 2= |EC| = |CF| = %b_c
Beweis. Da AB, BC und C'A Tangenten an den Inkreis sind, sind D, F und F' die Beriihrpunkte

des Kreises mit den Tangenten.

Folglich gilt nach dem Satz iiber Tangentenabschnitte |AD| = |FA| = z,|DB| = |BE| = y und
|[EC| = |CF| = =.

Wir konnen folglich ein Gleichungssystem aufstellen

rt+y=c
y+z=a
z+x=>b

13
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A z 1') Y B
Abbildung 6: Tangentenabschnitte x,y, z durch Inkreisbetrachtung

Addition von alle drei Gleichungen und Division durch 2 liefert z +y + z = %b*c. Es bleibt also
die einzelnen Gleichungen aus dem Gleichungssystem vom diesem zu subtrahieren und es folgen
die Werte aus der Behauptung. O

Nach einem bekannten Satz, vgl. [1] oder [2] in der Literatur, gilt
XY LUI & |XIP-|YI?=|XUP?-|YUJ>

Es geniigt also die Gleichung rechts zu beweisen.

Wir zeigen erstmal, dass die Lotfuipunkte von I auf AB und BC beide auf der selben Seite wie
A beziiglich der Geraden XY liegen.

Angenommen D liege auf der selben Seite wie B bzgl. Gerade XY, dann gelte

©=|AD| > |[AX]| =b.

Jedoch gilt nach Lemma 4 |AD| = |AF| < |[AC| = b, das ist ein klarer Widerspruch! Analog zeigt
man die gleiche Aussage fiir F.

Es gilt nach Pythagoras im Dreieck DX und Lemma 4

2
XT[? =12+ (JAX]| - |AD])* = #* + (b - —+2b+) —r2 4 <+2b—)

und analog ist
b—c\? — b+ 2
|YI|2=7“2+(|CY|—|EC|)2=7“2—|—<b_a+2 C) =T2+< a+2 C)

wahr.
Also ist nach der dritten binomischen Formel

2 2
XIP— VI = (a+2—c> 3 <—a+2b+c>

=b(a — ¢)
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&
!

r

A 7aJ5b+c D X B

Abbildung 7: Pythagoras und Inkreiseigenschaften zur Berechnung von |XI| und |YI|

Weiter gilt mit zweifacher Anwendung von Pythagoras

|XU|? = |UM|* + | X M|
= (|AUJ” - |AM.|*) + (|AX| — |AM.|)®
2 ()2 _c\?
_(R (2) )+(b 2) '
Man beachte, dass es fiir diese Berechnung genau drei relevante Félle gibt, n&dmlich liegt M, auf
der Seite von A oder auf der Seite von B bzgl. Gerade XY oder M, liegt auf der Geraden XY,

also M, = X. Die obrige Berechnung betrachtet den ersten Fall, aber der zweite Fall geht dhnlich,
das einzige, das man dann verdndern muss, ist

XM = (1AM, |~ |AX])? = (5 ~b)".

Doch das ist genau das gleiche wie (b— 5)2

Der dritte Fall folgt unmittelbar aus Pythagoras, denn wenn M, = X gilt, dann folgt

O - = (5) < 5+ o)

und das ist wieder das gleiche Ergebnis wie im ersten Fall! Dabei gilt das letzte Gleichheitszeichen,
da wir nur 0 addiert haben, denn wenn M, = X gilt, ist natiirlich auch |[AM,| = |AX]|. Erstere ist

nach Definition § und das zweite b, es gilt also b = §, bzw. b — § = 0.

2
Genauso ist

[YU|]> = [UM,|? + |Y M,|?
= (|CUP* = |CM,|*) + (|CY| — |CM,]|)*

(- () - (-3

giiltig, wobei wir wieder angenommen haben, dass M, auf der Seite von A bzgl. XY liegt. Die
anderen Fille gehen genauso wie oben, es bleibt also wieder das gleiche Ergebnis.

15
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Abbildung 8: Zweifacher Pythagoras und Umkreiseigenschaften fiir | XU| und |YU|

Damit kénnen wir folglich erneut mit der dritten binomischen Formel

o= (02" ) (02" ()
S

schliefen. Ein Vergleich mit einen vorherigen Seiten bestétigt aber dann

|XI)? = |YI|? = |XUP - [YU]* = bla — c),
womit wir fertig sind, es gilt tatsdchlich XY 1 UI. Da wir das gezeigt haben, haben wir auch
PQ L UI gezeigt, was genau die Behauptung ist! O
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