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1 Aufgabe 1

Mit Ξx bezeichnen wir entweder +x oder −x. Wir befassen uns vorerst mit
einem Hilfssatz.

Lemma 1.1. Für nicht-negative reelle Zahlen a, b gilt

min {(Ξa + Ξb)2} = (a− b)2 = (−a + b)2.

Es sind also die Vorzeichen von Ξa und Ξb verschieden.

Beweis. Wegen a + b = −(−a− b) und a− b = −(−a + b) gilt

(a + b)2 = (−a− b)2 und (a− b)2 = (−a + b)2.

Doch das sind genau alle 2 · 2 = 4 Möglichkeiten, für die wir die Vorzeichen
setzen können und mit a, b ≥ 0 gilt

4ab ≥ 0

⇔ a2 + 2ab + b2 ≥ a2 − 2ab + b2

⇔ (a + b)2 ≥ (a− b)2.

Da wir hier alle möglichen Werte, die (Ξa+Ξb)2 annehmen können, betrach-
tet haben, folgt tatsächlich der Minimumswert in der Behauptung.

Seien die Radien der 1-Euro-Münzen oBdA 1. Wir betrachten statt Münzen
Kreise, da ideale Euromünzen kreisförmig sind und die Münzen nach Auf-
gabenstellung �ach auf den Tisch gelegt werden, sie sind also planar. Seien
ferner

• A1, A2, . . . , A12 die Mittelpunkte der Kreise des regelmäÿigen Zwölf-
ecks

• B1, B2, . . . , B7 die Mittelpunkte der restlichen sieben Kreise

Dann sind die in der Zeichnung enthaltenen Koordinaten eine mögliche Kon-
�guration dieser Kreise als Einbettung ins kartesische Koordinatensystem.

Dabei betrachten wir im Wesentlichen nur Folgendes:

• (0|0), (0|Ξ2), (Ξ
√

3|Ξ1)

• (Ξ1|Ξ(2 +
√

3)), (Ξ(
√

3 + 1)|Ξ(
√

3 + 1)), (Ξ(
√

3 + 2)|Ξ1))

Das sind genau alle Mittelpunkte der vorhin de�nierten Kreise. Für zwei
Punkte X = (x1|y1), Y = (x2|y2) ist ihr Abstand |XY | nach Pythagoras

|XY | =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2.
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Abbildung 1: Skizze zu Aufgabe 1

Das nutzen wir und beweisen, dass der Abstand zweier beliebige paarweise
verschiedene Mittelpunkte ≥ 2 · 1 = 2 ist. Unmittelbar folgt dann dass sich
zwei paarweise verschiedene so angeordnete Kreise nicht schneiden, da 1 der
Radius dieser Kreise ist. Dann hätten wir die Behauptung bewiesen.

Wir können zwei Punkte, dessen Koordinaten gleiche Beträge haben und sich
nur beim Vorzeichen unterscheiden vernachlässigen, da diese durch Spiege-
lung an der x-, y-Achse oder dem Ursprung des anderen Punktes entstehen
und demzufolge sich nicht in mehr als einen Punkt schneiden. Dazu beach-

2



Niklas Kemper & Qi Zhu Bundeswettbewerb Mathematik

te man, dass keines dieser Kreise die x- oder y-Achse in zwei verschiedenen
Punkten schneidet auÿer die mit Mittelpunkt B1 = (0|0) und B2/5 = (0|±2),
da die x- und y-Koordinaten immer ≥ 1 ist.
Bei den zwei Sonderfällen wird aber der Kreis mit Mittelpunkt B1 = (0|0)
nie gespiegelt und der mit B2/5 = (0| ± 2) nur an der x-Achse, womit ihr
Schnittpunkt mit der y-Achse keine Rolle spielt.
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Für die Restlichen rechnen wir nach. Dabei nutzen wir das Lemma.

•
√

(0− 0)2 + (0− Ξ2)2 =
√

4 = 2

•
√

(0− Ξ
√

3)2 + (0− Ξ1)2 = 2

•
√

(0− Ξ1)2 + (0− Ξ(2 +
√

3))2 =
√

8 + 4
√

3 > 2

•
√

(0− Ξ(
√

3 + 1))2 + (0− Ξ(
√

3 + 1))2 =
√

8 + 4
√

3 > 2

•
√

(0− Ξ(
√

3 + 2))2 + (0− Ξ1)2 =
√

8 + 4
√

3 > 2

•
√

(0− Ξ
√

3)2 + (Ξ2− Ξ1)2 ≥
√

3 + 1 = 2

•
√

(0− Ξ1)2 + (Ξ2− Ξ(2 +
√

3))2 ≥
√

12 +
√

3
2

= 2

•

√
(0− Ξ(

√
3 + 1))2 + (Ξ2− Ξ(

√
3 + 1))2 ≥

√
(
√

3 + 1)2 + (
√

3− 1)2

=
√

8

> 2

•
√

(0− Ξ(
√

3 + 2))2 + (Ξ2− Ξ1)2 ≥
√

(
√

3 + 2)2 + 12 > 2

•

√
(Ξ
√

3− Ξ1)2 + (Ξ1− Ξ(2 +
√

3))2 ≥
√

(
√

3− 1)2 + (
√

3 + 1)2

=
√

8

> 2

•
√

(Ξ
√

3− Ξ(
√

3 + 1))2 + (Ξ1− Ξ(
√

3 + 1)2 ≥
√

12 + (−
√

3)2 = 2

•
√

(Ξ
√

3− Ξ(
√

3 + 2))2 + (Ξ1− Ξ1)2 ≥
√

22 + 02 = 2

•
√

(Ξ1− Ξ(
√

3 + 1))2 + (Ξ(2 +
√

3)− Ξ(
√

3 + 1))2 ≥
√√

3
2

+ 12 = 2

•

√
(Ξ1− Ξ(

√
3 + 2))2 + (Ξ(2 +

√
3)− Ξ1)2 ≥

√
(
√

3 + 1)2 + (
√

3 + 1)2

> 2

•
√

(Ξ(
√

3 + 1)− Ξ(
√

3 + 2))2 + (Ξ(
√

3 + 1)− Ξ1)2 ≥
√

12 +
√

3
2

= 2

Das sind alle
(
6
2

)
= 6·5

2 = 15 Möglichkeiten!

4



Niklas Kemper & Qi Zhu Bundeswettbewerb Mathematik

Wir zeigen noch, dass A1A2A3 . . . A11A12 tatsächlich ein regelmäÿiges Zwölf-
eck ist.
Man rechnet leicht mit Pythagoras nach, dass |AiAi+1| = 2 (für Indizes mo-
dulo 12). In der Aufzählung oben fanden wir auch |B1Ai| = const. (Das ist
beim 3., 4. und 5.Unterpunkt), also sind die Dreiecke 4B1AiAi+1 nach SSS
kongruent zueinander!
Es folgt ∠B1AiAi+1 = ∠B1Ai+1Ai = ∠B1Ai+1Ai+2, wobei die erste Gleich-
heit aus der Gleichschenkligkeit von Dreieck4B1AiAi+1 folgt und die zweite
aus der Kongruenz. Aufsummieren zeigt, dass alle Winkeln

∠AiAi+1Ai+2 = ∠B1Ai+1Ai + ∠B1Ai+1Ai+2

für alle positive i (mod 12) gleich groÿ sind.
Folglich sind alle Seiten dieses Zwölfecks gleich lang und die Winkeln sind
gleich groÿ, womit es regelmäÿig ist.

Insgesamt haben wir gezeigt, dass man sieben Kreise, nämlich die Kreise
mit Mittelpunkt Bj (mit j ∈ Z, 1 ≤ j ≤ 7) ohne Schnittpunkt miteinander
und mit den Kreisen mit Mittelpunkt Ai in das innere des Rings, das die
Kreise mit Mittelpunkte Ai bilden, legen kann.

Bemerkung: Wir nutzen Ξ statt ± und ∓, um zu vermeiden, dass bei Ter-
men wie zum Beispiel ±a∓ b nur die beiden Fälle a− b und −a+ b eintreten
kann.
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2 Aufgabe 2

2.1 Teilaufgabe a)

Wir werden im folgenden öfter die zwei Identitäten

n∑
k=1

=
n(n + 1)

2
und

n∑
k=1

(2k − 1) = n2 mit n ∈ Z>0

benutzen.
Die Lösung besteht aus zwei Teilen. Wir zeigen erst, dass mindestens 20
ungerade Zahlen nötig sind, damit eine solche Summe mit Wert 100000 über-
haupt möglich ist und zeigen dann, dass dieser Wert tatsächlich erreichbar
ist.
Angenommen, man könne eine Summe mit höchstens 19 ungeraden Zahlen,
also mindestens 335−19 = 316 gerade Zahlen bilden. Dann wäre die kleinst-
mögliche Summe aus paarweise verschiedene positive ganze gerade Zahlen
genau die Summe der ersten geraden Zahlen. Es gilt aber

19∑
k=1

(2k − 1) +

316∑
k=1

(2k) >

316∑
k=1

(2k) = 2

316∑
k=1

k = 316 · 317 = 100172 > 100000,

Widerspruch. Mit genau 20 ungerade Zahlen kann man eine solche Summe
bilden, wie man leicht sieht.

315∑
k=1

(2k) +

19∑
k=1

(2k − 1) + 99 = 315 · 316 + 192 + 99 = 100000.

Man beachte hierbei, dass die 335 Zahlen paarweise verschiedene positive
ganze Zahlen sind.

2.2 Teilaufgabe b)

Wir beweisen, dass 314 das Maximum ist.
Angenommen, man könnte mit mindestens 316 ungeraden Zahlen eine solche
Summe bilden.
Dann wäre die kleinstmögliche Summe analog zu den Überlegungen in a)
gerade die Summe der ersten geraden und ersten ungeraden Zahlen. Doch

316∑
k=1

(2k − 1) +

19∑
k=1

(2k) = 3162 + 19 · 20 = 100236 > 100000.

315 kann allerdings auch nicht erreicht werden, da in dieser Summe dann eine
ungerade Anzahl an Summanden wären, sodass die Summe dann ungerade
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wär, Widerspruch zur Parität von 100000.
Bleibt nur noch 314, welches wir folgendermassen konstruieren

314∑
k=1

(2k − 1) +
20∑
k=1

(2k) + 984 = 3142 + 20 · 21 + 984 = 100000.

Man überzeugt sich leicht davon, dass die 335 Zahlen wieder paarweise ver-
schieden sind.
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3 Aufgabe 3

Sei der Strahl mit angetragenen Winkel ∠ACM mit h1 benannt und der
andere Strahl mit angetragenen Winkel ∠MCB mit h2 benannt. Wir zeigen
erst, dass h1 und h2 je Gerade CM schneiden.
Angenommen, eines dieser Halbgeraden hätte keinen Schnittpunkt mit CM ,
dann betrachten wir oBdA h2, also schneidet h2 Gerade CM nicht. Wir
lassen eine Parallele zu AB durch C den Strahl h2 in X 6= C schneiden.
Dann gilt, da h2 laut Annahme und Voraussetzung die Gerade CM nicht
auf der Seite von C bezüglich Gerade AB schneidet, die Beziehung

∠XBM ≥ ∠CMA = 180◦ − ∠BMC, (1)

wobei Gleichheit dann und nur dann gilt, wenn h2 parallel zu CM ist. Dabei
wurde der Nebenwinkelsatz bei dem zweiten Vergleich angewendet. Doch
weiter ist ∠MCX = 180◦ − ∠BMC nach dem Stufenwinkelsatz. Es ist also
mit (1)

∠XBM ≥ ∠MCX.

Doch ∠MCB ist sicher kleiner als ∠MCX,

∠XBM ≥ ∠MCX > ∠MCB,

aber laut Voraussetzung soll ∠XBM = ∠MCB sein, womit das ein Wi-
derspruch ist! Folglich schneiden die Halbgeraden h1, h2 die Schwerlinie CM
sicher in einem Punkt.

A B

C

M

X

h1

h2

Abbildung 2: h2 schneidet CM nicht, da stimmt etwas nicht!

Seien die Schnittpunkte von h1, h2 mit CM mit S1, S2 bezeichnet.
Wenn wir S1 = S2 zeigen können, dann haben wir gezeigt, dass sich die freie
Schenkel h1, h2 auf der Geraden CM schneiden.
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Wegen ∠ACM = ∠MAS1, ∠CMA = ∠S1MA sowie ∠MCB = ∠S2BM ,
∠BMC = ∠BMS2 gilt nach dem WW-Satz

4AMC ∼ 4MS1A und 4BCM ∼ 4BS2M.

Insbesondere folgt dann

|AM |
|MC|

=
|MS1|
|AM |

und
|MB|
|CM |

=
|MS2|
|MB|

.

Division dieser Verhältnisse unter Beachtung von |AM | = |MB|, denn M
ist der Mittelpunkt der Strecke [AB], führt auf

|AM |
|MC|
|MB|
|CM |

=

|MS1|
|AM |
|MS2|
|MB|

⇔ 1 =
|MS1|
|MS2|

⇔ |MS1| = |MS2|. (2)

Da h1, h2 sich auf der gleichen Seite bezüglich Gerade AB in Gerade CM
schneiden, folgt schlieÿlich mit (2)

S1 = S2,

womit wir fertig sind.

A B

C

M

S1

h1

A B

C

M

S2

h2

Abbildung 3: Skizzen zu Aufgabe 3, Beweisidee: Zeige S1 = S2.
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4 Aufgabe 4

Seien P1, P2, . . . , Pn die Mitglieder von BWM. Dann bezeichnen wir mit
Px,Py, dass Px mit Py befreundet ist und mit Px-Py, dass sie nicht be-
freundet sind. Ferner gibt es nach Voraussetzung viele Mitglieder im BWM,
das heiÿt dort sind mindestens Hunderte, wenn nicht sogar mehr Mitglieder.
Wir beweisen mit Widerspruch, dass unter irgend vier Mitgliedern immer
eines ist, das mit allen Mitgliedern von BWM befreundet ist.
Angenommen, in der Vierer-Gruppe P1, P2, P3, P4 gäbe es keine Person, die
mit allen anderen aus BWM befreundet ist, dann sei oBdA P1 die Person,
die mit P2, P3, P4 befreundet ist, wobei es nach Voraussetzung immer eine
solche Person gibt.
Da P1 nicht mit alle befreundet ist, gibt es mindestens eine Person mit dem
oder mit der er oder sie nicht befreundet ist. Sei P5 eines von diesen. Analog
sei Pk (mit k ∈ Z>0) eine solche Person, für die Pk-P2 gilt. Angenommen,
k 6= 5. Dabei ist bereits P1,P2 nach Annahme. Dann existiert die Vierer-
Gruppe

P1, P2, P5, Pk.

Unter diesen gibt es aber keine Person, die mit den restlichen drei befreundet
ist, Widerspruch! Folglich ist k = 5, also P2-P5. Analog zeigen wir, dass
P3-P5 gilt. Doch dann ist in

P1, P2, P3, P5

ein Widerspruch mit der Voraussetzung, dass in einer beliebigen Vierer-
Gruppe es immer eine Person gibt, die mit den anderen drei befreundet
ist, da keine Person hier mit P5 befreundet ist.
Es kann nur die Annahme falsch sein, BWM ist also ein tolles Netzwerk,
unter irgend vier Mitgliedern ist immer eines, das mit allen Mitgliedern von
BWM befreundet ist.

Bemerkung: Bei < 4 Personen macht die Behauptung keinen Sinn und
bei genau 4 Personen folgt die Behauptung unmittelbar aus der Vorausset-
zung. Für eine Anzahl ≥ 5 reicht unser Argument. Die Behauptung gilt also
immer, wenn das Netzwerk BWM mindestens 4 Mitglieder hat.

Achja, die Farben der Smileys sollen übrigens nicht rassistisch gemeint sein,
sondern sind nur zur besseren Unterscheidung da. ;)
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