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Qi Zhu, Klasse 11

Werner-Heisenberg-Gymnasium Garching

Aufgabe 1

Wir zeigen, dass n = 3 und n = 4 die einzige Losungen zur Aufgabe sind. Dafiir beweisen wir zuerst,
dass n = 3 und n = 4 tatsichlich Lésungen sind und zeigen anschlieRend, dass fiir alle n > 5 die von
der Aufgabe geforderte Eigenschaft nicht erfiillt werden kann.

Fiir n = 3 kdnnen wir die drei Zahlen 1,2,3 nehmen. Alle méglichen Summen sind dann
1+42=3, 1+3=4, 2+4+3=5

Das sind offensichtlich aufeinanderfolgende Zahlen.
Fiir n = 4 koénnen wir 1,3,4,5 wahlen. Dann sind die Summen

1+3=4 1+4=5 1+4+45=6, 3+4=7, 3+5=8 4+5=09.

Das sind wieder aufeinanderfolgende Zahlen.

Nun bleibt zu zeigen, dass alle n > 5 keine Losungen sind. Das heillt, wenn wir fiir beliebige n Zahlen
fir n > 5 alle moglichen @ Summen bilden, dann bilden diese Summe keine Folge von @
aufeinanderfolgenden Zahlen. Das wollen wir per Widerspruch zeigen. Angenommen, es wire doch
moglich, solche Zahlen zu finden, dann seien ay, 4y, ..., a, also n solcher paarweise verschiedener ganze
Zahlen. Dann ergeben sich also aus allen moglichen Summen von zwei paarweise verschiedene Zahlen

n(n—1) n(n—1)
2 2

dieser gewdhlten Zahlen eine Folge aus aufeinanderfolgender Zahlen. Da es genau genau

(n-1)

Summen sind und es eine Folge aus =5~ aufeinanderfolgenden Zahlen geben soll, folgt unmittelbar:
Diese Summen sind alle paarweise verschieden. (%)

OBdA sei weiter a1 < ap < --- < a;,, wobei wir das strikte Ungleichungszeichen nehmen diirfen, da
die Zahlen aq, a5, ..., a, paarweise verschieden sind.

Lemma 1. Fiir die Summe zweier verschiedene Zahlen aus a1 < ap < --- < ay, gilt:
(i
(ii

(iii

(iv

Beweis. Offensichtlich ist a; 4+ a; minimal, denn das sind die beiden kleinsten Zahlen und wir miissen die

Summe zweier verschiedene Zahlen bilden. Dann wird das Minimum fiir die Summe der zwei kleinsten

Zahlen erreicht. Damit ist (i) bewiesen.

Nun zu (ii). Es sei 1 < i < j < n fiir zwei ganze Zahlen i,j. Wir wollen also nun das zweitkleinste

a; + a; fiir alle moglichen solchen Summen finden. Angenommen, die zweitkleinste Summe lieRe sich
fiir i > 2 finden. Dann ist wegen j > i auch j > 3. Analog wie im Beweis von (i) ist also die kleinste

) Die kleinstmdgliche Summe ist a1 + a5.
) Die zweikleinste Summe ist a1 + as3.
) Die zweitgroRte Summe ist a,_» + a,.

Die grobtmogliche Summe ist a,,_1 + a.
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solche Summe a, + a3, denn a, und a3 sind die beiden kleinsten Zahlen von den Zahlen ay, a3, ..., a,.
Es gilt dann aber

min (ai+a]-) =ay+az >a;+az>a;+ap
2<i<j<n

wegen ap > a1 und az > ap. Das heilit aber, dass a; 4 a3 nicht die zweitkleinste Summe sein kann,
denn es gibt noch mindestens zwei kleinere Summen, namlich a; + a3 und a; + ay. Insbesondere kann
auch keine andere Summe a; + a; mit i > 2 die zweitkleinste Summe sein. Folglich muss also i =1
gelten, denn eine solche Summe existiert natiirlich, da es nur eine endliche Anzahl an Summen gibt.
Fiir j = 2 erhalten wir die kleinste Summe nach (i). Also ist j = 3, denn

a+ay <ap+az <ayp+a

fir alle 4 < h < n. Die Summen a; + a; fir 4 < h < n kommen gar nicht in Frage, denn fiir
diese sind immer mindestens zwei weitere Summen kleiner, ndmlich a1 4+ a; und a1 + a3. Da aber eine
zweitkleinste Summe existiert, diese fiir i = 1 sein muss und es a1 + a, nach (i) nicht ist, muss a1 + a3
diese Summe sein. Damit ist (ii) bewiesen. Analog gehen (iii) und (iv). O

Nach Lemma 1 (i) und Lemma 1 (ii) ist a1 + a; die kleinste Summe und a1 + a3 die Zweitkleinste. Nach
Annahme bilden die Summen eine Folge aufeinanderfolgender Zahlen. Damit ist aq 4+ a3 der Nachfolger
von ay + ap, also

ata+1l1=a+a3 < az=uap,+1. (1)

Genauso gilt mit Lemma 1 (iii) und Lemma 1 (iv) mit der Argumentation von oben die Beziehung
apotap+1l=a, 1+a, < a,_1=a,_»+1. (2)

Es folgt nun eine Fallunterscheidung, wir betrachten die Félle n =5 und n > 5 gesondert.
Fall 1: Es sei n = 5. Dann gilt

ay @ asz+1 W ap + 2. (3)
Da a4 + as nach Lemma 1 (iv) die grofte Summe ist, die einzelnen Summen eine Folge aufeinander-
folgender Zahlen bildet und es genau (g) = 10 Summen gibt, folgt

as+as =a;+ax+9, (4)

da a; + ap nach Lemma 1 (i) die kleinste Summe ist. Es folgt dann also

4 3
a4+a5(:)a1+a2+9<¥>a5:a1+7. (5)

Mit aq + as > a1 + a4 > a1 + as > a1 + ap folgt nun aq + as > a; + ap + 3, da zwischen a7 + a5 und
ay + ap mindestens zwei ganze Zahlen liegen und diese Summen selber auch ganze Zahlen sind. Also
ist inbesondere

5
a1+ (a1 +7) (:)a1+a52a1+a2+3 — a1 > ap —4.

Wegen a, —4 < ay < apist also a; € {a, —4,ap —3,a, — 2,a, — 1}. Wir unterscheiden fiir diese vier
Méoglichkeiten nochmal Fille.

Fall 1.1: Es sei a; = ap — 4. Mit (5) ist damit a5 = a + 3. Dann wiére

1 3
aytas=ay+(ay+3) = (12 +1) + (22 +2) Doz + (3 +2) D a3+ a4,

ein Widerspruch, da hier a; + a5 = a3 + a4 gegen (*) widerspricht.
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Fall 1.2: Es sei a1 = ap — 3. Mit (5) ist damit a5 = a, + 4. Dann wire

1
a1 +as = (ap—3)+ (ap+4) =ax+ (ap + 1) W a + as,

ein Widerspruch, da hier a1 + a5 = a, + a3 gegen (x) widerspricht.

Fall 1.3: Es sei a1 = ap — 2. Mit (5) ist damit a5 = a; + 5. Dann wiére

ay +as = (a2—2)+(a2+5) = (ﬂ2+1)+({12+2) (i) 113+({12+2) (i) as + dag,

Widerspruch zu ().

Fall 1.4: Es sei a; = ap — 1. Dann wire

a1+a4@ (ap—1)+ (a2 +2) =ay+ (ap+1) (2a2+a3,

Widerspruch zu (x). Also haben wir alle méglichen Fille behandelt und alle Félle fiihren zu einem
Widerspruch. Damit kann n =5 keine Lésung sein.

Fall 2: Es sei nun n > 5. Dann gilt

2 1
ap + a1 (:) ap+ (app+1)=(ap+1)+a,- (:) as + a,_o.

Wegen n > 5 sind die Zahlen ay,a3,a,,_» und a,,_1 paarweise verschieden, da n — 2 > 3. Die Indizes
von a,_5 und a,,_3, die offensichtlich verschieden sind, sind also groBer als 3 und damit auch verschieden
von 2 und 3. Aber dann sind die Summen a; + a,_1 und az + a,,_, verschieden und auch unter den
mdglichen Summen, sodass es ein Widerspruch zu (x) ist. Damit geht n > 5 auch nicht, womit n = 3
und n = 4 tatsichlich die einzigen Losungen sind.



Qi Zhu Bundeswettbewerb Mathematik 2016, Runde 2

Aufgabe 2

Wir zeigen, dass alle Zahlen der Form N = @ mit n = 2 (mod 6) und n > 2 nicht als Summe

aus einer Dreieckszahl und einer Primzahl dargestellt werden kénnen. Wir gehen per Widerspruch.
Angenommen, es wire moglich
N=t+p

fiir eine Dreieckszahl t und einer Primzahl p zu schreiben. Dann folgt aus der dquivalenten Gleichung
N — p = t sofort, dass t < N, da p positiv ist. Wir betrachten im Folgenden die dquivalente Gleichung
N —t = p und wollen zeigen, dass fiir alle moglichen Dreieckszahlen t < N, die Gleichung nie erfiillt
werden kann. Das heifit also, dass wir zeigen wollen, dass der Term N — ¢ fiir eine beliebige Dreieckszahl
t < N nicht prim ist. Wir betrachten dabei t < N, weil wir zuvor t < N bewiesen haben. Wir werden
alle moglichen Differenzen betrachten und zeigen, dass jede einzelne Differenz nicht prim ist.

k(k+1)
2

Nach Definition ist t = mit einer positiven ganzen Zahl k. Damit gilt nach der Gaulschen

Summenformel )
n
o k(k+1 2 und N — (n+1 Zl
: l

Wir zeigten zuvor < N. Das nutzen wir hier.

k(k+1)  n(n+1)

t< N k .
< — 5 < 5 <n

Also ist k < n, bzw. folglich 1 < k < n — 1. Wir priifen alle solche k. Nun berechnen wir die Differenz
N —t explizit.

zZ

|

T

Tﬂ:

|

[l
ol g

i=1 i=1 i 1
n—k—1
= (n—1)
i=0
n—k—1 n—k—1
= n— 1
i=0 i=0
—(n—K)n— (n—k—1)(n—k)

Wir unterscheiden zwei Falle, namlich k <n—2und k > n — 2.
Fall 1: Es sei k < n — 2, also n — k > 2. Wir betrachten

(n—k—l)(n—k).

N—t=n—kn-— >

Wir spalten das wieder in zwei Unterfille auf, ndmlich fiir die Paritat von n — k.

n—k—1 k 1

Fall 1.1: Es sei n — k ungerade. Dann ist n — k — 1 gerade, also m := ganzzahlig. Es folgt

N—t=m—-kn—mn—k)=(n—k)(n—m).

Nun ist aber 72 — k > 2 nach Annahme und n —m = n — 2=k=1 = ntktl 5 15 2 5 1 \vegen 1 > 2
nach Konstruktion. Offensichtlich sind beide Faktoren ganze Zahlen Also ist N — t ein Produkt zweier
Zahlen groler als 1 und kann damit unmdoglich eine Primzahl sein.
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Fall 1.2: Es sei n — k gerade. Dann ist m := ”T*k ganzzahlig. Es folgt
N—t=2mn—(n—k—1)m=mn+k+1).

Nach Annahme ist n —k > 2, also m = ”T*k > % =1 und aullerdem ist natiirlichn+k+1>1,dan
und k je positive ganze Zahlen sind. Wieder sind beide Faktoren ganze Zahlen. Also ist N — t wieder
das Produkt zweier Zahlen groBer als 1.

Fall 2: Es sei k > n—2, also k = n — 2 oder k = n — 1. Wir betrachten dafiir separat Unterfille.
Fall 2.1: Es sei k = n — 2. Dann ist

N-t=)" Y i=n+m—-1)=2n-1=4-1=3 (mod 6),

n k=n—2
i—
i=1 i=1

da nach Definition n = 2 (mod 6) ist. Also ist aber N — t durch 3 teilbar. AuRerdem gilt nach
Definition n > 2, also 2n —1 > 2-2—1 = 3. Also ist N — t durch 3 teilbar und groRer als 3, also
sicher keine Primzahl.

Fall 2.2: Es sei k = n — 1. Dann ist
=n—1

n k
N—t=)i— ) i=n=2 (mod6).
i=1 i=1

Also ist N — t durch 2 teilbar und nach Definition ist N —t = n > 2. Damit ist N — ¢ durch 2 teilbar
und groBer als 2, also wieder sicher nicht prim.

Wir sind alle méglichen Falle durchgegangen, und immer war N — t sicher keine Primzahl. Das heilt
folglich, dass N nicht als Summe einer Dreieckszahl und einer Primzahl dargestellt werden kann, sodass
alle Zahlen der Form N = % mit 7 = 2 (mod 6) und n > 2 tatsichlich nicht als Summe einer
Dreieckszahl und einer Primzahl dargestellt werden kann. Es gibt aber unendlich viele solcher Zahlen.
Hiermit sind wir fertig. O
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Aufgabe 3

Wir vermerken vorerst zwei Identitdten. Es gilt
1 _ (+)+(1-3y)  2-2x  1-x  x-1 ©)
1-34L  (1-3x)-3(x+1) —6x—2 —Bx—1 3x+1

und )
gartl (=D +(Gx+1) 4 @)
_1 - _ _ - -
1-344 (Bx+1)—3(x—1) 4

fir alle x € R\ {—1,3}.
Nun setzen wir x = ¢t in die Ausgangsgleichung, danach x = % und anschlielend x = ﬁ fiir ein

t € R\ {—3, 1} und erhalten damit drei Gleichungen. Dabei nutzen wir (6) und (7).

f (k) +f) =t
FER) +f (%) = &5
fO+f (45%) = 4%
Nun addieren wir die erste zur dritten Gleichung und ziehen die zweite davon ab und erhalten

t—1 t+1 1 t—1 t+1
2f(H) =t = D= (t+-—> T
fO) =ttgq — 15 — ) 2<+3t+1 1—3t>

Da t die gleiche Menge wie x durchlauft, konnen wir ¢ wieder durch x ersetzen und erhalten folglich
die einzige mogliche Funktionsvorschrift

x—1 x+1
f(x>_2<x+3x+1 _13x>

fiir alle x € R\ {—1,1}. Offensichtlich ist diese Funktion fiir alle reellen Zahlen auBer i und—
definiert. Genau fir :I:% gibt es Definitionsliicken, da eines der Nenner der Briiche 0 wird.

Q=

Es bleibt nur noch zu priifen, dass diese Funktion auch tatsichlich eine Losung ist. Dazu fiihren wir
die Probe durch und setzen das gefundene f(x) in die urspriingliche Gleichung. Hier kdnnen wir aber
wieder die Beziehungen (6) benutzen. Wir brauchen zusitzlich die Beziehung

1xj31x_1 o (x+1)—(1—3x) _47x_x (*)
3Ly 3(x+1)+(1-3x) 4

fir alle x € R\ {%} Nun sind wir bereit mit den Beziehungen (6) und (&), die Probe durchzufiihren.
Fiir alle x € R\ {1, 1} gilt

1 1 1 ol q S | 1 -1 1
e e e e e R (s
1—3x 2\1—-3x 3xtL 11 1_3xtl 2 3x+1 1-3x
1-3x 1-3x
1/ x+1 x—1 1 x—1 x+1
_2(1—3x+x_3x+1>+2<x+3x+1_1—3x>

= X.

Also ist unser gefundenes f(x) tatsichlich eine Lésung. Damit sind wir fertig.
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Aufgabe 4

Wir zeigen, dass es genau 185 disjunkte Raumteile sind. Dafiir zeigen wir zuerst zwei Lemmata. Es sei
dabei mit Gebiet auf der Ebene das Analoge wie Raumteil im Raum gemeint.

Lemma 2. Es seien n Ebenen mit n > 1 gegeben, die den Raum in 4, disjunkte Raumteile zerteilt.
Wir fiigen eine neue Ebene E hinzu und betrachten die Schnittgeraden der vorherigen n Ebenen mit
E. Es sei k die Anzahl der disjunkten Gebiete auf der Ebene E. Dann wird der Raum durch die n + 1
Ebenen nun in g, + k disjunkte Raumteile zerteilt.

Beweis. Jedes Gebiet auf E stellt gleichzeitig ein Raumteil des Raumes dar. Nun zerteilt E jedes dieser
Raumteile in zwei Halften durch die Gebiete auf E. Folglich wird die Anzahl der Raumteile um die
Anzahl der Gebiete auf E erhoht und damit folgt das Lemma. O

Lemma 3. Es seien n Geraden mit n > 1 in einer Ebene gegeben, die die Ebene in b, disjunkte
Gebiete zerteilt. Wir fiigen eine neue Gerade g hinzu und betrachten die Schnittpunkte der vorherigen
n Geraden mit g. Es sei k die Anzahl der Schnittpunkte auf g. Dann wird die Ebene durch die n +1
Geraden nun in b, + k + 1 disjunkte Gebiete zerteilt.

Beweis. Die Gerade wird durch die k Punkte in k + 1 Intervalle geteilt. Jedes dieser Intervalle zerteilt
ein vorheriges Gebiet in zwei Hélften. Folglich wird die Anzahl der Gebiete um k + 1 erhoht. O

Abbildung 1: Eine Mdglichkeit fiir n = 3. Gestrichelte Gerade ist die n 4 1-te Gerade.

Wir gehen das Problem schrittweise an und fangen mit einem Raum ohne Ebenen an. Dann fiigen wir
die Ebenen, in denen die Seitenflichen des Dodekaeders liegen, einzeln hinzu und bestimmen jeweils
die Anzahl der hinzu gekommenen Raumteile.

Dafiir benennen wir zuerst die Seitenflichen des Dodekaeders. Eine beliebige davon nennen wir F.
Dann wéahlen wir eine benachbarte Flache und nennen sie F,. Sei weiter F3 eines der zwei benachbarten
Flachen von F; und F,. Nun definieren wir Fy, Fs, Fg rekursiv. Es sei F; 1 die Fliche, die zu F; und F;
benachbart ist und nicht F;_1 ist, fir 3 <i < 5. Auch F;, Fg, ..., Fi1 definieren wir rekursiv. Es sei F;
die Fliche, die zu Fg und F, benachbart ist, aber nicht F; ist. Weiter sei F; fiir 8 < i < 11 die Flache,
die zu F;_g und F;_5 benachbart ist, aber nicht F; ist. Fliche Fj, sei die Flache parallel zu F;. Nun
haben wir alle Seitenflichen des Dodekaeders eindeutig definiert.

Anschaulich heit das: Wir legen den reguldren Dodekaeder auf den Boden und bezeichnen die untere
Fliche, die den Boden beriihrt mit F;. Dann wihlen wir eine beliebige benachbarte Fliche und nennen
diese F,. Also eines der 5 Flachen der unteren Hilfte. OBdA bezeichnen wir sie dann im mathematisch
positiven Drehsinn von F, aus dann F5, Fy, F5, Fg. Nun betrachten wir die obere Hilfte und bezeichnen
den Nachbar von Fg und F, mit F;. Wieder gehen wir im mathematisch positiven Drehsinn und notieren
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< Rp >

E A
Abbildung 2: Beschrifteter Dodekaeder in Vorderansicht

Fg bis Fy1. Die von oben sichtbare Fliche heilft F5.
Es sei dann E; die Ebene, in der Flache F; liegt. Damit haben wir auch alle relevanten Ebenen benannt.
Beachte, dass dann

Fi||Fio, BB || Fro, B3 || Fin, Fa || F7, Fs || Fs, Fo || Fo

gilt. Denn bei unserer gewdhlten Bezeichnung liegen diese Flichen gegeniiber. Um leichter die Ge-
biete auf Ebenen abzidhlen zu kdnnen, fiigen wir hier noch ein Lemma an. Insbesondere wollen wir
uns anschauen, wie eigentlich das Bild einer Ebene mit den Schnittgeraden mit den anderen Ebenen
tiberhaupt aussieht.

Lemma 4. Es habe F; die Ecken A, B,C, D, E. Dabei sei
e Punkt A die Ecke zwischen F, F, F3
e Punkt B die Ecke zwischen F;, F3, Fy
e Punkt C die Ecke zwischen Fy, Fy4, F5
e Punkt D die Ecke zwischen Fy, Fs5, Fg
e Punkt E die Ecke zwischen F;, Fg, F».

Dann sei

V:=DENAB!, W:=EANBC, X:= ABNCD, Y:=BCNDE, Z:=CDNEA

und
S51:=ZVNWX, Sp:=VWNXY, S3:=WXNYZ, S4:=XYNZV, S5:=YZNVW.
Dann gilt
(i) EENEy;=EA, EiNE3=AB, EiNEy=BC, EiNEs=CD, EyNEg = DE,
(i) EENEy =2V, EfNEg=VW, EfNEy=WX, E1NEyg=XY, E1NE;1 =YZ,
(i) VW || XZ, WX | VY, XY || WZ, YZ || VX, ZV || YW.
(iv) Die einzigen Schnittpunkte als Schnitte der zehn Geraden von (i) und (ii)

A,B,C,D,E,V,W,X,Y,Z,51,53,53,54,55,

paarweise verschieden.
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N

Abbildung 3: So sieht E; mit Schnittgeraden aus..

(v) Alle Schnitte von den zehn Geraden wurden hier definiert. Das heift, VY schneidet die anderen
Geraden nur in V,E,D,Y, Gerade VW schneidet die anderen Geraden nur in S5, V,W, S5, und
so weiter. Siehe dazu Skizze.

Beweis. Da F; die Fliche eines reguldren Dodekaeders ist, ist ABCDE ein regelmaBiges Fiinfeck. Dann
ist DE }f AB, da
/AED = 108° = /BAE # 180° — ZAED.

Mit dem Stufenwinkelsatz ist also DE }{ AB, sodass der Schnittpunkt V = DE N AB existiert. Aus Sym-
metriegriinden existieren auch W, X, Y und Z. Offensichtlich liegen die Punkte A,B,C,D,E,V,W,X,Y
und Z auf einer Ebene, namlich E;.

Nun ist (i) einfach zu zeigen. Es haben F; und F, die Punkte E und A gemeinsam. Dabei gilt E # A.
Der Schnitt zweier Ebenen ist eine Gerade und damit durch zwei gemeinsame Punkte eindeutig be-
stimmt. Da F; C E;2 und F, C Ey, sind die Punkte E und A auch auf E; und E. Damit muss
auch EA die Schnittgerade von E; und E» sein. Also ist tatsidchlich E; N E; = EA. Analog, bzw. aus
Symmetriegriinden, ist (i) bewiesen.

1Das Zeichen N impliziert den Schnitt zweier Objekte.
?Hier steht F C E dafiir, dass F eine Teilmenge von E ist. Also im Niheren hier, dass Fliche F; auf Ebene E; liegt.
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Jetzt zu (ii). Es sei die Kante zwischen E; und E; mit p und die Kante zwischen Eg und E7 mit g be-
nannt. Wir zeigen, dass p, EA, CD sich in einem Punkt schneiden. Genauso zeigen wir, dass g, AB, DE
sich in einem Punkt schneiden. Es sei X die Ecke zwischen F, Fs, F;. Betrachte Z = CD N EA. Sei
S := EANp. Dieser Punkt existiert, da EA und p auf der gleichen Ebene liegen, ndmlich E; und diese
nicht parallel zueinander sind. Es ist AEZD gleichschenklig mit Basis [ED], da /DEZ = /ZDE = 72°
iber Nebenwinkel. Genauso ist AEXS gleichschenklig mit Basis [EX]. Da |[ED| = |EX]|, folgt

AEZD = AXSE.

Damit folgt insbesondere |[EZ| = |ES|. Da aber S und Z je auf EA liegen und aus Symmetriegriinden
diese Punkte beide auf der gleichen Seite von EA beziiglich Punkt E liegen, folgt S = Z, also liegt Z
auf p. Damit schneidet p die Ebene E; in Z = CD N EA. Analog zeigen wir, dass g die Ebene Ej in
V = AB N DE schneidet. Da p und g jeweils Geraden auf E; sind und Z € p 3 und V € g gilt, folgt
also Z,V € Ey. Da aber auch Z,V € E; ist, folgt, dass Z und V gemeinsame Punkte von E; und E7;
sind. Deren Schnitt ist eine Gerade, damit ist sie durch die Punkte Z und V eindeutig definiert, womit
E; und E7 sich in ZV schneiden. Analog, bzw. aus Symmetriegriinden, ist (ii) bewiesen.

Zu (iii). Es ist nach (i) Gerade VW die Schnittgerade von Eg mit E; und Gerade XZ = CD die
Schnittgerade von Es mit E;. Da aber Es || Eg gilt, folgt auch VW || XZ. Analog, bzw. aus Symme-
triegriinden, ist (iii) bewiesen.

Zu (iv). Die Punkte A, B,C, D, E sind paarweise verschieden, denn sie bilden das regelmiRige Fiinf-
eck ABCDE. Nun folgt aus Nebenwinkeln ZEAV = Z/VEA = 72°. Also ist AEVA gleichschenklig.
Analog sind AAWB, ABXC, ACYC, ADZE gleichschenklig. Insbesondere sind diese fiinf Dreieck kon-
gruent, da sie je die gleiche Basis und die gleichen Winkeln haben. Folglich gilt |VA| = |AW/|. Damit
ist AVWA auch gleichschenklig. Analog sind AWXB, AXYC, AYZD, AZVE auch gleichschenklig.
Wegen den gleich langen Schenkeln und den gleichen Winkeln sind diese aber auch kongruent. Damit
sind die Seiten des Fiinfecks VIWXYZ alle gleich lang. Nun ist aber

LEVZ = /WVA = BY_LVAW _ 180 108" — 36°  und ~ LAVE = 180° —2-72° = 36°

mit der Winkelsumme im Dreieck. Dabei ist ZVAW = /BAE = 108° mit Scheitelwinkel. Dann folgt
aber insbesondere
/WVZ =/WVA+ /ZAVE + ZEVZ = 108°.

Analog die anderen Winkel des Fiinfecks VIWXYZ. Also sind die Winkel von Fiinfeck VW XYZ auch
alle gleich groB. Damit sind die Seiten und Winkel des Fiinfecks VIWXYZ gleich grol}, womit VIWXYZ
auch regelmilig ist. Damit sind die Punkte V, W, X,Y,Z auch paarweise verschieden. Nun sind die
Punkte V,W, X, Y, Z aulerhalb von Fiinfeck ABCDE, weil diese Punkte als Schnittpunkte von verlan-
gerten Seiten des Fiinfecks ABCDE konstruiert werden. Verldngerte Seiten des regelmaBigen Fiinfecks
schneiden sich nicht innerhalb oder auf dem Fiinfeck und damit schneiden sie sich auBerhalb vom Fiinf-
eck. Nun schneidet Gerade VW die verlangerten Seiten des Fiinfecks ABCDE nur in den Punkten V
und W. Es schneidet AB und ED in V und BC und EA in W nach Definition von V und W. Zu CD ist
es parallel. Damit schneidet Gerade VW auch keinen inneren Teil von ABCDE, da die Schnitte V und
W nicht auf den Seiten des Fiinfecks ABCDE liegen. Analog die Gerade WX, XY, YZ,ZV. Folglich
liegt Fiinfeck ABCDE komplett innerhalb von Fiinfeck VIWXYZ. Nun sind die Punkte S, Sy, S3, S4, S5
mit analoger Begriindungen wie oben, aulerhalb von Fiinfeck VIWXYZ. Da ABCDE innerhalb von
VWXYZ ist, folgt unmittelbar die Verschiedenheit von Sq,55,S53,54,55 mit A,B,C, D, E. Dass sie
auch zu V, W, X, Y, Z paarweise verschieden sind, macht man analog wie oben.

Jetzt noch (v). Es gibt nur zwei verschiedene Arten von Geraden. Diejenigen, die durch eine Diagonale
von VWXYZ gehen und diejenigen, die durch eine Seite von dem Fiinfeck gehen. Es geniigt also aus
Symmetriegriinden sich VY und VW anzuschauen. Gerade VY schneidet die Geraden VW,V X,VZ
offensichtlich in V. Es schneidet WZ in E, da nach Definition V. = DENAB und Y = BCN DE,
also VY = DE, da V und Y auf DE liegen. Analog WZ = EA. Demnach schneiden sie sich auch in
E. Genauso zeigt man, dass VY die Gerade XZ in D schneidet. Und offensichtlich schneidet VY die
Geraden XY,WY,ZY in Y. Das sind nun die Schnitte von VY mit 8 anderen Geraden. Es gibt aber

3Hier steht P € ¢ dafiir, dass P Element von g ist. Also im Niheren hier, dass Punkt Z auf der Strecke p liegt.
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bloB 9 von VY verschiedene Geraden und eine, namlich WX nach (iii), ist zu VY parallel. Damit haben
wir alle Schnitte von VY aufgezihlt. Genauso behandelt man VW. Damit ist (v) bewiesen.

Nun haben wir also 10 verschiedene Geraden auf E;. Das sind auch alle Geraden auf Eq, denn Ej ist
parallel zu E1» und schneidet diese Ebene folglich nicht. O

Anschaulich beschreibt das Lemma nur Abbildung 3. Es beschreibt insbesondere alle Schnittpunkte,
sodass wir mit Lemma 3 eindeutig die Anzahl der Gebiete abzdhlen kénnen, um dann mit Lemma 2
eindeutig die Anzahl der Raumteile abzdhlen zu kdénnen. Beachte, dass aus Symmetriegriinden eine
beliebige Ebene E; mit 1 < i < 12 so aussieht wie im Lemma beschrieben. Folglich miissen wir, wenn
wir nur einen Teil der Ebene mit einer Ebene schneiden lassen, nur eine Teilmenge der Geraden in dem
Lemma nehmen. Dann ist das Abzéhlen der Gebiete auf der jeweiligen Ebene einfach. Wir wollen noch
ein Lemma dazwischen schieben.

11
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Lemma 5. Esseioc: F Xx F Xx G x G — F eine Funktion mit
F:= {Fl,F2, . Flz} und G —{(Fl, ) 1<l<]<k<12}

Die Funktion o(W,X,Y, Z) bildet eine Fliche W auf eine andere Fliche unter folgendem Schema
ab: Man drehe den Dodekaeder so, dass die Ecke der Flichen des Tripels Y auf A und die Ecke
der Flichen des Tripels Z auf B liegt und Fliche X auf F; liegt. Diese Drehung bildet Fliche W
auf eine nicht-notwendigerweise andere Fliche ab. Das Bild liefert Funktion o(W, X, Y, Z). Sei weiter
6:HXF xGxG — H eine Funktion mit H := U£1 F'. Dann liefert

W, X,Y,Z)=A{c(w,X,Y,Z)} x {o(wy, X,Y,Z)} x - - x {o(wy, X,Y,Z)}

mit W := (wy,wy,...,wy,) € H.
Es gilt dann

e 0((Fi,F, F3),Fy, (Fy, F3,Fy), (F5,Fy, Fy)) = (F, Fg, F3)

0((F, B2, F3, Fa), F5, (1, Fa, F5), (Fa, F5, Fro) = (B2, F7, Fs, F3)

o 6((F, B, F3,Fy, F5),F, (F, 2, F), (Fy, F5,F)) = (F3, F, Fs, By, Fy)

o 6((F, F2, F3, By, F5, F6), F7, (Fa, Fo, F7), (Fo, F7, F11)) = (Fs, B2, F7, Fip, Fo, F3)

o

o 6((F, B2, F3, By, F5, F6, 7, Fs), Fo, (F3, Fs, Fo), (Fs, Fo, F12)) = (F7, Fs, o, Fe, F11, Fi2, Fo, F3)
(
(

o)

(

(

(

(F, B, B3, Fy, F5, Fg, F7), Fs, (P2, F3, Fs), (2, F7, Fs)) = (Fs, F3, 2, F7, Fip, Fo, Fy)
(

(Fi, B, ..., F), Fro, (Fs, F5, Fio), (Fa, Fo, Fio) = (Fs, Fi2, Fo, F3, B2, F7, Fi1, Fuo, Fs)
(

e ((Fi,F,...,Fo), Fi1, (Fs, Fs, F11), (Fs, Fio, Fi1) = (Fs, F7, Fi2, Fo, F3, >, Fs, Fi1, Fio, Fa)

Beweis. Es sei Ay := (Fi, F3,F;) und By := (F3,Fy, ). Dann ist nach Definition dementsprechend
auch o(Fy, Fy, Ay, By) = Fy, denn das zweite Element in dem Tupel bedeutet schlieRlich, dass Fy auf
F; abgebildet wird.

Nach Definition von A und B in Lemma 4 haben F; und F; die gemeinsame Kante [AB]. Nun haben
0(Fy, Fy, Ag, By) und o(F3,Fy, Ag, By) auch die gemeinsame Kante [AB], da nach Definition der ¢
Funktion liegt nach der Drehung dann die Ecke des Tripels Ay = (F, F3, F4) auf A und die Ecke des
Tripels By = (F3, Fy, Fy) auf B liegen. Nun ist aber A4 eine Ecke mit den Flichen F3, Fy, aber By
auch. Also ist die Strecke mit den Ecken des Tripels A4 und By die Strecke zwischen F3, Fy. Nach der
Drehung ist diese Strecke nach Definition auf [AB] und folglich ist auch die Kante zwischen F3, Fy
nach der Drehung genau Kante [AB|. Da o(Fy, Fy, A4, By) = Fi, muss dann o(F3, Fy, Ay, By) = F3
folgen, da F; und F; gemeinsame Kante [AB] haben.

Wegen A4 = (Fl,F3,F4), haben U’(Fl,F4,A4, B4),0’(F3,F4,A4, B4),0’(F4,F4,A4, B4) die gemeinsame
Ecke A. Mit O'(F?,, Fy, Ay, B4) = F3 und 0’(F4, Fy, Ay, By = F folgt also U’(Pl, Fy, Ay, B4) = F, da die
A nach Definition in Lemma 4 die Ecke zwischen F;, I, F3 ist.

Nun ist nach Definition zur Beschriftung des Dodekaeders Fliche F, diejenige benachbarte Fliche
von F; und F3, die nicht Fy ist. Also ist o(F,, Fy, Ag, By) benachbart zu o(Fy, Fy, Ay, By) = B
und U’(Fg,F4,A4,B4) = F5. Aber 0’(F2,F4,A4,B4) ist nicht U’(F4,F4,A4,B4) = F. Folglich ist al-
so 0(Fp, Fy, A4, By) = Fg nach Definition zur Beschriftung des Dodekaeders. Es ist nimlich Fg als
Flache definiert, die banachbart zu F,, F5 ist, aber nicht Fj ist. Also ist

O((F, F2, F3),Fy, (F1, F3, Fy), (F3,F, Fy)) = (F, F3, F3)

bewiesen. Die restlichen Stichpunkte beweist man 3hnlich.
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Das Lemma beschreibt im Wesentlichen Folgendes. Wir legen unseren beschrifteten Dodekaeder wie am
Anfang und in Lemma 4 definiert auf den Boden legen, sodass F; auf dem Boden liegt. Wir beschriften
auf dem Boden die Punkte A und B. Dann nehmen wir den Dodekaeder und drehen ihn, sodass eine
andere Flache auf dem Boden liegt und andere Ecken auf A und B. Dabei sind diese Ecken mehr oder
weniger willkiirlich gew3hlt. Nun haben wir unseren beschrifteten Dodekaeder so gedreht, dass nun F,
nicht mehr an der Stelle zu sehen ist, wo zuvor F, zu sehen war. Zuvor war eine nicht notwendigerweise
andere Fliche. Genauso F3, Fy, ..., Fjp. Das Lemma beschreibt dann, welche Flichen zuvor da waren.
Genau hierfiir bietet es sich eventuell an einen beschrifteten Dodekaeder zu basteln. Mit dem Lemma
kdnnen wir also die Schnitte auf den Dodekaederebenen auf Lemma 4 reduzieren, sodass Abzihlen nun
einfach ist.

Nun wollen wir schrittweise die Anzahl der disjunkten Raumteile berechnen.

Schritt 1: Wir fiigen E1 in den Raum ein.
Offensichtlich wird der Raum durch die Ebene in zwei disjunkte Raumteile geteilt.

Schritt 2: Wir fiigen E; in den Raum ein.

Da F; C E; und F, C E; benachbart sind, schneiden sich E; und E, auch in einer Geraden, ndmlich
auf der verlangerten Seite des Dodekaeders zwischen F; und F,. Folglich wird E; durch diese eine
Schnittgerade in zwei Gebiete geteilt. Nach Lemma 2 werden in diesem Schritt also 2 Raumteile
hinzugefiigt.

Schritt 3: Wir fiigen E3 in den Raum ein.

Wieder sind F; C Eq; und F, C E; benachbart zu F3 C Ej. Folglich schneiden sich E;, E3 und
E», E3 jeweils in einer Geraden. Diese sind nicht parallel, denn sie schneiden sich im Eckpunkt des
Dodekaeders zwischen Fj, F,, F3. Das heilt, Ebene E3 wird von zwei Geraden geteilt. Diese sind nicht
parallel zueinander. Also wird E3 in 4 Gebiete geteilt. Nach Lemma 2 werden also hier 4 Raumteile
hinzugefiigt.

In den folgenden Schritten werden wir die Lemmata zu Nutzen ziehen und das Abzihlen auf die
einzelnen Lemmata reduzieren.
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Schritt 4: Wir fiigen E4 in den Raum ein.

Wihle nun E4 als Bezugsebene und lasse Eq, Ey, E3 auf E4 schneiden. Setze die Ecke zwischen Fy, Fy, F3
auf A und die Ecke zwischen Fy, F3, Fy auf B so, dass F4 da liegt, wo zuvor F; war, in der Konfiguration
von Lemma 4. Diese Abbildung wirkt nach Lemma 5, dass F;, F,, F3 nun da sind, wo zuvor bei der
Definition von Lemma 4 die Flichen F,, g, F3 waren. Die drei Geraden, die von Ej, E;, E5 auf E4
projiziert werden, liefert folglich das Bild der Schnitte von Es, Eg, E3 auf E;. # Das sind nach Lemma
4 die Geraden EA, VW und AB.

Abbildung 4: Wenn Eq, E; und Ej3 die Ebene E4 schneiden..

Es ist leicht abzuzdhlen, dass es nun genau 7 Gebiete sind. Das machen wir mit Lemma 3. Ahnlich wie
wir die Ebenen einzeln in den Raum einfiigen, machen wir dies fiir die Geraden in der Ebene. Zuerst
fiigen wir AB ein, das teilt die Ebene in 2 Gebiete. Nun fiigen wir EA ein. Gerade EA schneidet AB
in A, sie hat also einen Schnittpunkt, nach Lemma 3 folgt, dass 2 Gebiete hinzugefiigt werden. Nun
fiigen wir VW ein. Sie schneidet AB in V und EA in W. Es werden also 3 Gebiete hinzugefiigt.

In den weiteren Schritten werden wir auf eine genaue Analyse verzichten, jedes Mal wird allerdings der
gleiche Algorithmus angewendet. Zuerst fiige man eine beliebige Gerade ein. Diese teilt die Ebene in 2
Gebiete. Dann fiige man weitere eine Gerade ein und iiberpriife die einzelnen Schnitte mit den anderen

4Wir werden in den nichsten Schnitten nicht mehr anmerken, dass das Bild der Schnitte der Ebenen von
6((F, By, ..., F.),Eyq1,...) auf Eqp ist. Dennoch begriinden wir es in den nichsten Schritten genau damit.

14
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Geraden. Hier notiere man sich auf, welche Schnittpunkte ergeben. Dann zdhle man die Anzahl der
verschiedenen Schnittpunkte zusammen, das ist die Anzahl der Schnitte mit den anderen Geraden.
Nun I3sst sich Lemma 3 anwenden und man wiederhole diesen Prozess, bis alle Geraden eingefiigt sind.
Insbesondere bestdtigen die Abbildungen das Ergebnis.

Schritt 5: Wir fiigen Es5 in den Raum ein.

Wihle nun Es als Bezugsebene und lasse Eq, Ey, Ez und E4 auf Es5 schneiden. Setze die Ecke zwischen
Fs5, F;, Fy auf A und die Ecke zwischen Fs, Fy, Fig auf B so, dass F5 da liegt, wo zuvor F; war, in der
Konfiguration von Lemma 4. Diese Abbildung wirkt nach Lemma 5, dass Fy, F,, F3, F4 nun da sind,
wo zuvor bei der Definition von Lemma 4 die Flichen F,, F7, Fg, F5 waren. Die vier Geraden, die von
E1,Ep, E3 und E4 auf Es projiziert werden, sind dann die Geraden EA,ZV, VW und AB.

Abbildung 5: Wenn Eq, E», E3 und E4 die Ebene E5 schneiden..

Es ist nun wieder leicht abzuzdhlen, dass es nun 10 Gebiete auf Es sind.
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Schritt 6: Wir fiigen Eg in den Raum ein.

Wihle Eg als Bezugsebene und lasse Eq, Ey, E3, E4 und Es auf Eg schneiden. Setze die Ecke zwischen
Fs, F1, F> auf A und die Ecke zwischen Fg, F1, F5 auf B so, dass Fy da liegt, wo zuvor F; war, in der
Konfiguration von Lemma 4. Diese Abbildung wirkt nach Lemma 5, dass Fy, F,, F3, F4, F5 nun da sind,
wo zuvor bei der Definition von Lemma 4 die Flachen F3, I, Fg, Fg, F4 waren. Die fiinf Geraden, die von
E1,Ep, E3, E4 und Es auf Eg projiziert werden, sind dann die Geraden AB,EA, VW, WX und BC.

L

Abbildung 6: Wenn Eq, E», E3, E4 und Es die Ebene Eg schneiden..

Wir kdnnen nun wieder abzihlen, dass es 13 Gebiete sind.
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Schritt 7: Wir fiigen E; in den Raum ein.

Wihle E; als Bezugsebene und lasse Eq, Ep, E3, E4, Es, Eg auf E7 schneiden. Setze die Ecke zwischen
F;,F, Fg auf A und die Ecke zwischen F;, Fy, Fi1 auf B so, dass F; da liegt, wo zuvor F; war, in der
Konfiguration von Lemma 4. Diese Abbildung wirkt nach Lemma 5, dass F;, F, F3, Fy, F5, Fg nun da
sind, wo zuvor bei der Definition von Lemma 4 die Flachen L5, F,, F7, Fy», Fy, F3 waren. Beachte, dass
E4 parallel zu E7 ist, also schneiden diese sich nicht. Die fiinf Geraden, die von Ej, E;, E3, E5 und Egq
auf E7 projiziert werden, sind dann die Geraden VW,EA,ZV,WX und AB.

Abbildung 7: Bild von E;

Es ist nun leicht abzuz3hlen, dass es 14 Gebiete sind.
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Schritt 8: Wir fiigen Eg in den Raum ein.

Wihle Eg als Bezugsebene und lasse Eq bis Ey auf Eg schneiden. Setze die Ecke zwischen Fg, F,, F5 auf
A und die Ecke zwischen Fg, F,, F; auf B so, dass Fg da liegt, wo zuvor F; war, in der Konfiguration
von Lemma 4. Diese Abbildung wirkt nach Lemma 5, dass F;, F,, F3, F4, F5, Fg, F; nun da sind, wo zuvor
bei der Definition von Lemma 4 die Flachen Fg, F5, F, F7, Fi», Fy, F4 waren. Beachte, dass Eg parallel
zu Es ist, diese schneiden sich also nicht. Die sechs Geraden, die von Eq, Ep, E3, E4, Eg und E7 auf Eg
projiziert werden, sind dann die Geraden VW, AB,EA,ZV,WX und BC.

Abbildung 8: Bild von Eg

Es ist nun leicht abzuz3hlen, dass es 17 Gebiete sind.
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Schritt 9: Wir fiigen Eg in den Raum ein.

Wihle Ey als Bezugsebene und lasse Eq bis Eg auf Eg schneiden. Setze die Ecke zwischen Fy, F3, Fg auf
A und die Ecke zwischen Fy, Fg, F1» auf B so, dass Fy da liegt, wo zuvor F; war, in der Konfiguration von
Lemma 4. Diese Abbildung wirkt nach Lemma 5, dass Fy, F,, F3, Fy, Fs5, Fs, F7, Fg nun da sind, wo zuvor
bei der Definition von Lemma 4 die Flichen F;, Fg, F>, Fg, Fy1, F12, Fy, F3 waren. Beachte, dass Eg parallel
zu Ey ist und diese sind folglich nicht schneiden. Die sieben Geraden, die von Eq, Ey, E3, E4, Es, E7 und
Eg auf Eg projiziert werden, sind dann die Geraden ZV,VW,EA,DE,YZ,WX und AB.

Abbildung 9: Bild von Egy

Es ist nun leicht abzuz3hlen, dass es 22 Gebiete sind.
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Schritt 10: Wir fiigen E1g in den Raum ein.

Wihle Eqg als Bezugsebene und lasse Eq bis Eg auf Eqy schneiden. Setze die Ecke zwischen Fyg, Fy, Fs
auf A und die Ecke zwischen Fyg, Fy, Fo auf B so, dass Fyj da liegt, wo zuvor F; war, in der Konfiguration
von Lemma 4. Diese Abbildung wirkt nach Lemma 5, dass Fy, F,, F3, Fy, Fs, Fs, F7, Fg, Fo nun da sind, wo
zuvor bei der Definition von Lemma 4 die Flachen Fg, Fy5, Fy, F3, F», F7, F11, Fo, F4 waren. Beachte, dass
E, parallel zu Eqg ist. Diese schneiden sich also nicht. Die acht Geraden, die von E1, E3, E4, Es, Eg, E7, Eg
und Eg auf Eqg projiziert werden, sind dann die Geraden VW, WX, AB,EA,ZV,YZ,XY und BC.

Abbildung 10: Bild von Eqg

Es ist dann leicht abzuzahlen, dass es 27 Gebiete sind.
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Schritt 11: Wir fiigen Eqq in den Raum ein.

Wihle Eqp als Bezugsebene und lasse Eq bis Eqg auf Eq1 schneiden. Setze die Ecke zwischen Fyq, Fs, Fg
auf A und die Ecke zwischen Fjq, Fs5, Fig so, dass Fiq da liegt, wo zuvor F; war, in der Konfigurati-
on von Lemma 4. Diese Abbildung wirkt nach Lemma 5, dass Fi, F,, F3, F4, F5, Fg, F7, Fs, Fg, F1g nun
da sind, wo zuvor bei der Definition von Lemma 4 die Flichen Fg, F;, F», Fy, F3, F>, Fg, F11, Frio, F4
waren. Beachte, dass E3 parallel zu Eqq ist. Diese Ebenen schneiden sich also nicht. Die neun Ge-
raden, die von Eq, Ep, Ey4, Es, Eg, E7, Eg, E9 und Eqg auf Eqp projiziert werden, sind dann die Geraden
VW,ZV,WX,AB,EA,DE,YZ,XY und BC.

Abbildung 11: Bild von Eqq

Es ist leicht abzuzdhlen, dass es 31 Gebiete sind.
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Schritt 12: Wir fiigen Eq» in den Raum ein.

Wihle Eq; als Bezugsebene und lasse Eq bis Eqq auf Ejp schneiden. Beachte, dass E; parallel zu Eq
ist, diese schneiden sich also nicht. Aus Symmetriegriinden ist das entstehende Bild genau das Gleiche
wie in Lemma 4 bzw. eben Abbildung 3.

Abbildung 12: Bild von Eq»

Es ist leicht abzuzdhlen, dass es da 36 Gebiete sind.

Es geniigt jetzt also die Raumteile zusammenzuz3hlen. Insgesamt sind es
2+24+4+74+10+13+14+17+22+27+31+36 = 185

disjunkte Raumteile. Jeder Summand représentiert dabei einen Schritt. Genau das haben wir behauptet.
Damit sind wir fertig.
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