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Aufgabe 1

Wir zeigen, dass n = 3 und n = 4 die einzige Lösungen zur Aufgabe sind. Dafür beweisen wir zuerst,
dass n = 3 und n = 4 tatsächlich Lösungen sind und zeigen anschlieÿend, dass für alle n ≥ 5 die von
der Aufgabe geforderte Eigenschaft nicht erfüllt werden kann.

Für n = 3 können wir die drei Zahlen 1, 2, 3 nehmen. Alle möglichen Summen sind dann

1 + 2 = 3, 1 + 3 = 4, 2 + 3 = 5.

Das sind o�ensichtlich aufeinanderfolgende Zahlen.
Für n = 4 können wir 1, 3, 4, 5 wählen. Dann sind die Summen

1 + 3 = 4, 1 + 4 = 5, 1 + 5 = 6, 3 + 4 = 7, 3 + 5 = 8, 4 + 5 = 9.

Das sind wieder aufeinanderfolgende Zahlen.

Nun bleibt zu zeigen, dass alle n ≥ 5 keine Lösungen sind. Das heiÿt, wenn wir für beliebige n Zahlen

für n ≥ 5 alle möglichen n(n−1)
2 Summen bilden, dann bilden diese Summe keine Folge von n(n−1)

2
aufeinanderfolgenden Zahlen. Das wollen wir per Widerspruch zeigen. Angenommen, es wäre doch
möglich, solche Zahlen zu �nden, dann seien a1, a2, . . . , an also n solcher paarweise verschiedener ganze
Zahlen. Dann ergeben sich also aus allen möglichen Summen von zwei paarweise verschiedene Zahlen

dieser gewählten Zahlen eine Folge aus n(n−1)
2 aufeinanderfolgender Zahlen. Da es genau genau n(n−1)

2

Summen sind und es eine Folge aus n(n−1)
2 aufeinanderfolgenden Zahlen geben soll, folgt unmittelbar:

Diese Summen sind alle paarweise verschieden. (∗)

OBdA sei weiter a1 < a2 < · · · < an, wobei wir das strikte Ungleichungszeichen nehmen dürfen, da
die Zahlen a1, a2, . . . , an paarweise verschieden sind.

Lemma 1. Für die Summe zweier verschiedene Zahlen aus a1 < a2 < · · · < an gilt:

(i) Die kleinstmögliche Summe ist a1 + a2.

(ii) Die zweikleinste Summe ist a1 + a3.

(iii) Die zweitgröÿte Summe ist an−2 + an.

(iv) Die gröÿtmögliche Summe ist an−1 + an.

Beweis. O�ensichtlich ist a1 + a2 minimal, denn das sind die beiden kleinsten Zahlen und wir müssen die
Summe zweier verschiedene Zahlen bilden. Dann wird das Minimum für die Summe der zwei kleinsten
Zahlen erreicht. Damit ist (i) bewiesen.
Nun zu (ii). Es sei 1 ≤ i < j ≤ n für zwei ganze Zahlen i, j. Wir wollen also nun das zweitkleinste
ai + aj für alle möglichen solchen Summen �nden. Angenommen, die zweitkleinste Summe lieÿe sich
für i ≥ 2 �nden. Dann ist wegen j > i auch j ≥ 3. Analog wie im Beweis von (i) ist also die kleinste
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solche Summe a2 + a3, denn a2 und a3 sind die beiden kleinsten Zahlen von den Zahlen a2, a3, . . . , an.
Es gilt dann aber

min
2≤i<j≤n

(ai + aj) = a2 + a3 > a1 + a3 > a1 + a2

wegen a2 > a1 und a3 > a2. Das heiÿt aber, dass a2 + a3 nicht die zweitkleinste Summe sein kann,
denn es gibt noch mindestens zwei kleinere Summen, nämlich a1 + a3 und a1 + a2. Insbesondere kann
auch keine andere Summe ai + aj mit i ≥ 2 die zweitkleinste Summe sein. Folglich muss also i = 1
gelten, denn eine solche Summe existiert natürlich, da es nur eine endliche Anzahl an Summen gibt.
Für j = 2 erhalten wir die kleinste Summe nach (i). Also ist j = 3, denn

a1 + a2 < a1 + a3 < a1 + ah

für alle 4 ≤ h ≤ n. Die Summen a1 + ah für 4 ≤ h ≤ n kommen gar nicht in Frage, denn für
diese sind immer mindestens zwei weitere Summen kleiner, nämlich a1 + a2 und a1 + a3. Da aber eine
zweitkleinste Summe existiert, diese für i = 1 sein muss und es a1 + a2 nach (i) nicht ist, muss a1 + a3
diese Summe sein. Damit ist (ii) bewiesen. Analog gehen (iii) und (iv).

Nach Lemma 1 (i) und Lemma 1 (ii) ist a1 + a2 die kleinste Summe und a1 + a3 die Zweitkleinste. Nach
Annahme bilden die Summen eine Folge aufeinanderfolgender Zahlen. Damit ist a1 + a3 der Nachfolger
von a1 + a2, also

a1 + a2 + 1 = a1 + a3 ⇐⇒ a3 = a2 + 1. (1)

Genauso gilt mit Lemma 1 (iii) und Lemma 1 (iv) mit der Argumentation von oben die Beziehung

an−2 + an + 1 = an−1 + an ⇐⇒ an−1 = an−2 + 1. (2)

Es folgt nun eine Fallunterscheidung, wir betrachten die Fälle n = 5 und n > 5 gesondert.

Fall 1: Es sei n = 5. Dann gilt

a4
(2)
= a3 + 1

(1)
= a2 + 2. (3)

Da a4 + a5 nach Lemma 1 (iv) die gröÿte Summe ist, die einzelnen Summen eine Folge aufeinander-
folgender Zahlen bildet und es genau (5

2) = 10 Summen gibt, folgt

a4 + a5 = a1 + a2 + 9, (4)

da a1 + a2 nach Lemma 1 (i) die kleinste Summe ist. Es folgt dann also

a4 + a5
(4)
= a1 + a2 + 9

(3)⇐⇒ a5 = a1 + 7. (5)

Mit a1 + a5 > a1 + a4 > a1 + a3 > a1 + a2 folgt nun a1 + a5 ≥ a1 + a2 + 3, da zwischen a1 + a5 und
a1 + a2 mindestens zwei ganze Zahlen liegen und diese Summen selber auch ganze Zahlen sind. Also
ist inbesondere

a1 + (a1 + 7)
(5)
= a1 + a5 ≥ a1 + a2 + 3 =⇒ a1 ≥ a2 − 4.

Wegen a2− 4 ≤ a1 < a2 ist also a1 ∈ {a2− 4, a2− 3, a2− 2, a2− 1}. Wir unterscheiden für diese vier
Möglichkeiten nochmal Fälle.

Fall 1.1: Es sei a1 = a2 − 4. Mit (5) ist damit a5 = a2 + 3. Dann wäre

a2 + a5 = a2 + (a2 + 3) = (a2 + 1) + (a2 + 2)
(1)
= a3 + (a2 + 2)

(3)
= a3 + a4,

ein Widerspruch, da hier a2 + a5 = a3 + a4 gegen (∗) widerspricht.
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Fall 1.2: Es sei a1 = a2 − 3. Mit (5) ist damit a5 = a2 + 4. Dann wäre

a1 + a5 = (a2 − 3) + (a2 + 4) = a2 + (a2 + 1)
(1)
= a2 + a3,

ein Widerspruch, da hier a1 + a5 = a2 + a3 gegen (∗) widerspricht.

Fall 1.3: Es sei a1 = a2 − 2. Mit (5) ist damit a5 = a2 + 5. Dann wäre

a1 + a5 = (a2 − 2) + (a2 + 5) = (a2 + 1) + (a2 + 2)
(1)
= a3 + (a2 + 2)

(3)
= a3 + a4,

Widerspruch zu (∗).

Fall 1.4: Es sei a1 = a2 − 1. Dann wäre

a1 + a4
(3)
= (a2 − 1) + (a2 + 2) = a2 + (a2 + 1)

(1)
= a2 + a3,

Widerspruch zu (∗). Also haben wir alle möglichen Fälle behandelt und alle Fälle führen zu einem
Widerspruch. Damit kann n = 5 keine Lösung sein.

Fall 2: Es sei nun n > 5. Dann gilt

a2 + an−1
(2)
= a2 + (an−2 + 1) = (a2 + 1) + an−2

(1)
= a3 + an−2.

Wegen n > 5 sind die Zahlen a2, a3, an−2 und an−1 paarweise verschieden, da n− 2 > 3. Die Indizes
von an−2 und an−3, die o�ensichtlich verschieden sind, sind also gröÿer als 3 und damit auch verschieden
von 2 und 3. Aber dann sind die Summen a2 + an−1 und a3 + an−2 verschieden und auch unter den
möglichen Summen, sodass es ein Widerspruch zu (∗) ist. Damit geht n > 5 auch nicht, womit n = 3
und n = 4 tatsächlich die einzigen Lösungen sind.
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Aufgabe 2

Wir zeigen, dass alle Zahlen der Form N = n(n+1)
2 mit n ≡ 2 (mod 6) und n > 2 nicht als Summe

aus einer Dreieckszahl und einer Primzahl dargestellt werden können. Wir gehen per Widerspruch.
Angenommen, es wäre möglich

N = t + p

für eine Dreieckszahl t und einer Primzahl p zu schreiben. Dann folgt aus der äquivalenten Gleichung
N− p = t sofort, dass t < N, da p positiv ist. Wir betrachten im Folgenden die äquivalente Gleichung
N − t = p und wollen zeigen, dass für alle möglichen Dreieckszahlen t < N, die Gleichung nie erfüllt
werden kann. Das heiÿt also, dass wir zeigen wollen, dass der Term N− t für eine beliebige Dreieckszahl
t < N nicht prim ist. Wir betrachten dabei t < N, weil wir zuvor t < N bewiesen haben. Wir werden
alle möglichen Di�erenzen betrachten und zeigen, dass jede einzelne Di�erenz nicht prim ist.

Nach De�nition ist t = k(k+1)
2 mit einer positiven ganzen Zahl k. Damit gilt nach der Gauÿschen

Summenformel

t =
k(k + 1)

2
=

k

∑
i=1

i und N =
n(n + 1)

2
=

n

∑
i=1

i.

Wir zeigten zuvor t < N. Das nutzen wir hier.

t < N ⇐⇒ k(k + 1)
2

<
n(n + 1)

2
⇐⇒ k < n.

Also ist k < n, bzw. folglich 1 ≤ k ≤ n− 1. Wir prüfen alle solche k. Nun berechnen wir die Di�erenz
N − t explizit.

N − t =
n

∑
i=1

i−
k

∑
i=1

i =
n

∑
i=k+1

i

=
n−k−1

∑
i=0

(n− i)

=
n−k−1

∑
i=0

n−
n−k−1

∑
i=0

i

= (n− k)n− (n− k− 1)(n− k)
2

Wir unterscheiden zwei Fälle, nämlich k < n− 2 und k ≥ n− 2.

Fall 1: Es sei k < n− 2, also n− k > 2. Wir betrachten

N − t = (n− k)n− (n− k− 1)(n− k)
2

.

Wir spalten das wieder in zwei Unterfälle auf, nämlich für die Parität von n− k.

Fall 1.1: Es sei n− k ungerade. Dann ist n− k− 1 gerade, also m := n−k−1
2 ganzzahlig. Es folgt

N − t = (n− k)n−m(n− k) = (n− k)(n−m).

Nun ist aber n− k > 2 nach Annahme und n−m = n− n−k−1
2 = n+k+1

2 > n
2 > 2

2 > 1 wegen n > 2
nach Konstruktion. O�ensichtlich sind beide Faktoren ganze Zahlen. Also ist N− t ein Produkt zweier
Zahlen gröÿer als 1 und kann damit unmöglich eine Primzahl sein.
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Fall 1.2: Es sei n− k gerade. Dann ist m := n−k
2 ganzzahlig. Es folgt

N − t = 2mn− (n− k− 1)m = m(n + k + 1).

Nach Annahme ist n− k > 2, also m = n−k
2 > 2

2 = 1 und auÿerdem ist natürlich n + k + 1 > 1, da n
und k je positive ganze Zahlen sind. Wieder sind beide Faktoren ganze Zahlen. Also ist N − t wieder
das Produkt zweier Zahlen gröÿer als 1.

Fall 2: Es sei k ≥ n− 2, also k = n− 2 oder k = n− 1. Wir betrachten dafür separat Unterfälle.

Fall 2.1: Es sei k = n− 2. Dann ist

N − t =
n

∑
i=1

i−
k=n−2

∑
i=1

i = n + (n− 1) = 2n− 1 ≡ 4− 1 = 3 (mod 6),

da nach De�nition n ≡ 2 (mod 6) ist. Also ist aber N − t durch 3 teilbar. Auÿerdem gilt nach
De�nition n > 2, also 2n− 1 > 2 · 2− 1 = 3. Also ist N − t durch 3 teilbar und gröÿer als 3, also
sicher keine Primzahl.

Fall 2.2: Es sei k = n− 1. Dann ist

N − t =
n

∑
i=1

i−
k=n−1

∑
i=1

i = n ≡ 2 (mod 6).

Also ist N − t durch 2 teilbar und nach De�nition ist N − t = n > 2. Damit ist N − t durch 2 teilbar
und gröÿer als 2, also wieder sicher nicht prim.

Wir sind alle möglichen Fälle durchgegangen, und immer war N − t sicher keine Primzahl. Das heiÿt
folglich, dass N nicht als Summe einer Dreieckszahl und einer Primzahl dargestellt werden kann, sodass

alle Zahlen der Form N = n(n+1)
2 mit n ≡ 2 (mod 6) und n > 2 tatsächlich nicht als Summe einer

Dreieckszahl und einer Primzahl dargestellt werden kann. Es gibt aber unendlich viele solcher Zahlen.
Hiermit sind wir fertig. �
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Aufgabe 3

Wir vermerken vorerst zwei Identitäten. Es gilt

x+1
1−3x + 1

1− 3 x+1
1−3x

=
(x + 1) + (1− 3x)
(1− 3x)− 3(x + 1)

=
2− 2x
−6x− 2

=
1− x
−3x− 1

=
x− 1

3x + 1
(6)

und
x−1

3x+1 + 1

1− 3 x−1
3x+1

=
(x− 1) + (3x + 1)
(3x + 1)− 3(x− 1)

=
4x
4

= x (7)

für alle x ∈ R \ {− 1
3 , 1

3}.

Nun setzen wir x = t in die Ausgangsgleichung, danach x = t+1
1−3t und anschlieÿend x = t−1

3t+1 für ein

t ∈ R \ {− 1
3 , 1

3} und erhalten damit drei Gleichungen. Dabei nutzen wir (6) und (7).

f
(

t+1
1−3t

)
+ f (t) = t

f
(

t−1
3t+1

)
+ f

(
t+1

1−3t

)
= t+1

1−3t

f (t) + f
(

t−1
3t+1

)
= t−1

3t+1

Nun addieren wir die erste zur dritten Gleichung und ziehen die zweite davon ab und erhalten

2 f (t) = t +
t− 1

3t + 1
− t + 1

1− 3t
⇐⇒ f (t) =

1
2

(
t +

t− 1
3t + 1

− t + 1
1− 3t

)
Da t die gleiche Menge wie x durchläuft, können wir t wieder durch x ersetzen und erhalten folglich
die einzige mögliche Funktionsvorschrift

f (x) =
1
2

(
x +

x− 1
3x + 1

− x + 1
1− 3x

)
für alle x ∈ R \ {− 1

3 , 1
3}. O�ensichtlich ist diese Funktion für alle reellen Zahlen auÿer 1

3 und− 1
3

de�niert. Genau für ± 1
3 gibt es De�nitionslücken, da eines der Nenner der Brüche 0 wird.

Es bleibt nur noch zu prüfen, dass diese Funktion auch tatsächlich eine Lösung ist. Dazu führen wir
die Probe durch und setzen das gefundene f (x) in die ursprüngliche Gleichung. Hier können wir aber
wieder die Beziehungen (6) benutzen. Wir brauchen zusätzlich die Beziehung

x+1
1−3x − 1

3 x+1
1−3x + 1

=
(x + 1)− (1− 3x)

3(x + 1) + (1− 3x)
=

4x
4

= x (♣)

für alle x ∈ R \ { 1
3}. Nun sind wir bereit mit den Beziehungen (6) und (♣), die Probe durchzuführen.

Für alle x ∈ R \ {− 1
3 , 1

3} gilt

f
(

x + 1
1− 3x

)
+ f (x) =

1
2

(
x + 1

1− 3x
+

x+1
1−3x − 1

3 x+1
1−3x + 1

−
x+1

1−3x + 1

1− 3 x+1
1−3x

)
+

1
2

(
x +

x− 1
3x + 1

− x + 1
1− 3x

)
=

1
2

(
x + 1

1− 3x
+ x− x− 1

3x + 1

)
+

1
2

(
x +

x− 1
3x + 1

− x + 1
1− 3x

)
= x.

Also ist unser gefundenes f (x) tatsächlich eine Lösung. Damit sind wir fertig.
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Aufgabe 4

Wir zeigen, dass es genau 185 disjunkte Raumteile sind. Dafür zeigen wir zuerst zwei Lemmata. Es sei
dabei mit Gebiet auf der Ebene das Analoge wie Raumteil im Raum gemeint.

Lemma 2. Es seien n Ebenen mit n ≥ 1 gegeben, die den Raum in an disjunkte Raumteile zerteilt.
Wir fügen eine neue Ebene E hinzu und betrachten die Schnittgeraden der vorherigen n Ebenen mit
E. Es sei k die Anzahl der disjunkten Gebiete auf der Ebene E. Dann wird der Raum durch die n + 1
Ebenen nun in an + k disjunkte Raumteile zerteilt.

Beweis. Jedes Gebiet auf E stellt gleichzeitig ein Raumteil des Raumes dar. Nun zerteilt E jedes dieser
Raumteile in zwei Hälften durch die Gebiete auf E. Folglich wird die Anzahl der Raumteile um die
Anzahl der Gebiete auf E erhöht und damit folgt das Lemma.

Lemma 3. Es seien n Geraden mit n ≥ 1 in einer Ebene gegeben, die die Ebene in bn disjunkte
Gebiete zerteilt. Wir fügen eine neue Gerade g hinzu und betrachten die Schnittpunkte der vorherigen
n Geraden mit g. Es sei k die Anzahl der Schnittpunkte auf g. Dann wird die Ebene durch die n + 1
Geraden nun in bn + k + 1 disjunkte Gebiete zerteilt.

Beweis. Die Gerade wird durch die k Punkte in k + 1 Intervalle geteilt. Jedes dieser Intervalle zerteilt
ein vorheriges Gebiet in zwei Hälften. Folglich wird die Anzahl der Gebiete um k + 1 erhöht.

Abbildung 1: Eine Möglichkeit für n = 3. Gestrichelte Gerade ist die n + 1-te Gerade.

Wir gehen das Problem schrittweise an und fangen mit einem Raum ohne Ebenen an. Dann fügen wir
die Ebenen, in denen die Seiten�ächen des Dodekaeders liegen, einzeln hinzu und bestimmen jeweils
die Anzahl der hinzu gekommenen Raumteile.
Dafür benennen wir zuerst die Seiten�ächen des Dodekaeders. Eine beliebige davon nennen wir F1.
Dann wählen wir eine benachbarte Fläche und nennen sie F2. Sei weiter F3 eines der zwei benachbarten
Flächen von F1 und F2. Nun de�nieren wir F4, F5, F6 rekursiv. Es sei Fi+1 die Fläche, die zu F1 und Fi
benachbart ist und nicht Fi−1 ist, für 3 ≤ i ≤ 5. Auch F7, F8, . . . , F11 de�nieren wir rekursiv. Es sei F7
die Fläche, die zu F6 und F2 benachbart ist, aber nicht F1 ist. Weiter sei Fi für 8 ≤ i ≤ 11 die Fläche,
die zu Fi−6 und Fi−5 benachbart ist, aber nicht F1 ist. Fläche F12 sei die Fläche parallel zu F1. Nun
haben wir alle Seiten�ächen des Dodekaeders eindeutig de�niert.
Anschaulich heiÿt das: Wir legen den regulären Dodekaeder auf den Boden und bezeichnen die untere

Fläche, die den Boden berührt mit F1. Dann wählen wir eine beliebige benachbarte Fläche und nennen

diese F2. Also eines der 5 Flächen der unteren Hälfte. OBdA bezeichnen wir sie dann im mathematisch

positiven Drehsinn von F2 aus dann F3, F4, F5, F6. Nun betrachten wir die obere Hälfte und bezeichnen

den Nachbar von F6 und F2 mit F7. Wieder gehen wir im mathematisch positiven Drehsinn und notieren
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F2
F3F6

F7 F8

F12

A

B

E

D

pq

Abbildung 2: Beschrifteter Dodekaeder in Vorderansicht

F8 bis F11. Die von oben sichtbare Fläche heiÿt F12.

Es sei dann Ei die Ebene, in der Fläche Fi liegt. Damit haben wir auch alle relevanten Ebenen benannt.
Beachte, dass dann

F1 ‖ F12, F2 ‖ F10, F3 ‖ F11, F4 ‖ F7, F5 ‖ F8, F6 ‖ F9

gilt. Denn bei unserer gewählten Bezeichnung liegen diese Flächen gegenüber. Um leichter die Ge-
biete auf Ebenen abzählen zu können, fügen wir hier noch ein Lemma an. Insbesondere wollen wir
uns anschauen, wie eigentlich das Bild einer Ebene mit den Schnittgeraden mit den anderen Ebenen
überhaupt aussieht.

Lemma 4. Es habe F1 die Ecken A, B, C, D, E. Dabei sei

• Punkt A die Ecke zwischen F1, F2, F3

• Punkt B die Ecke zwischen F1, F3, F4

• Punkt C die Ecke zwischen F1, F4, F5

• Punkt D die Ecke zwischen F1, F5, F6

• Punkt E die Ecke zwischen F1, F6, F2.

Dann sei

V := DE ∩ AB1, W := EA ∩ BC, X := AB ∩ CD, Y := BC ∩ DE, Z := CD ∩ EA

und

S1 := ZV ∩WX, S2 := VW ∩ XY, S3 := WX ∩YZ, S4 := XY ∩ ZV, S5 := YZ ∩VW.

Dann gilt

(i) E1 ∩ E2 = EA, E1 ∩ E3 = AB, E1 ∩ E4 = BC, E1 ∩ E5 = CD, E1 ∩ E6 = DE,

(ii) E1 ∩ E7 = ZV, E1 ∩ E8 = VW, E1 ∩ E9 = WX, E1 ∩ E10 = XY, E1 ∩ E11 = YZ,

(iii) VW ‖ XZ, WX ‖ VY, XY ‖WZ, YZ ‖ VX, ZV ‖ YW.

(iv) Die einzigen Schnittpunkte als Schnitte der zehn Geraden von (i) und (ii)

A, B, C, D, E, V, W, X, Y, Z, S1, S2, S3, S4, S5,

paarweise verschieden.
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A B
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D

E

V
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YZ

S1 S2

S3

S4
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Abbildung 3: So sieht E1 mit Schnittgeraden aus..

(v) Alle Schnitte von den zehn Geraden wurden hier de�niert. Das heiÿt, VY schneidet die anderen
Geraden nur in V, E, D, Y, Gerade VW schneidet die anderen Geraden nur in S5, V, W, S2, und
so weiter. Siehe dazu Skizze.

Beweis. Da F1 die Fläche eines regulären Dodekaeders ist, ist ABCDE ein regelmäÿiges Fünfeck. Dann
ist DE ∦ AB, da

∠AED = 108◦ = ∠BAE 6= 180◦ −∠AED.

Mit dem Stufenwinkelsatz ist also DE ∦ AB, sodass der Schnittpunkt V = DE∩AB existiert. Aus Sym-
metriegründen existieren auch W, X, Y und Z. O�ensichtlich liegen die Punkte A, B, C, D, E, V, W, X, Y
und Z auf einer Ebene, nämlich E1.
Nun ist (i) einfach zu zeigen. Es haben F1 und F2 die Punkte E und A gemeinsam. Dabei gilt E 6= A.
Der Schnitt zweier Ebenen ist eine Gerade und damit durch zwei gemeinsame Punkte eindeutig be-
stimmt. Da F1 ⊂ E1

2 und F2 ⊂ E2, sind die Punkte E und A auch auf E1 und E2. Damit muss
auch EA die Schnittgerade von E1 und E2 sein. Also ist tatsächlich E1 ∩ E2 = EA. Analog, bzw. aus
Symmetriegründen, ist (i) bewiesen.

1Das Zeichen ∩ impliziert den Schnitt zweier Objekte.
2Hier steht F ⊂ E dafür, dass F eine Teilmenge von E ist. Also im Näheren hier, dass Fläche F1 auf Ebene E1 liegt.
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Jetzt zu (ii). Es sei die Kante zwischen E2 und E7 mit p und die Kante zwischen E6 und E7 mit q be-
nannt. Wir zeigen, dass p, EA, CD sich in einem Punkt schneiden. Genauso zeigen wir, dass q, AB, DE
sich in einem Punkt schneiden. Es sei X die Ecke zwischen F2, F6, F7. Betrachte Z = CD ∩ EA. Sei
S := EA∩ p. Dieser Punkt existiert, da EA und p auf der gleichen Ebene liegen, nämlich E2 und diese
nicht parallel zueinander sind. Es ist4EZD gleichschenklig mit Basis [ED], da∠DEZ = ∠ZDE = 72◦

über Nebenwinkel. Genauso ist 4EXS gleichschenklig mit Basis [EX]. Da |ED| = |EX|, folgt

4EZD ∼= 4XSE.

Damit folgt insbesondere |EZ| = |ES|. Da aber S und Z je auf EA liegen und aus Symmetriegründen
diese Punkte beide auf der gleichen Seite von EA bezüglich Punkt E liegen, folgt S = Z, also liegt Z
auf p. Damit schneidet p die Ebene E1 in Z = CD ∩ EA. Analog zeigen wir, dass q die Ebene E1 in
V = AB ∩ DE schneidet. Da p und q jeweils Geraden auf E7 sind und Z ∈ p 3 und V ∈ q gilt, folgt
also Z, V ∈ E7. Da aber auch Z, V ∈ E1 ist, folgt, dass Z und V gemeinsame Punkte von E1 und E7
sind. Deren Schnitt ist eine Gerade, damit ist sie durch die Punkte Z und V eindeutig de�niert, womit
E1 und E7 sich in ZV schneiden. Analog, bzw. aus Symmetriegründen, ist (ii) bewiesen.
Zu (iii). Es ist nach (ii) Gerade VW die Schnittgerade von E8 mit E1 und Gerade XZ = CD die
Schnittgerade von E5 mit E1. Da aber E5 ‖ E8 gilt, folgt auch VW ‖ XZ. Analog, bzw. aus Symme-
triegründen, ist (iii) bewiesen.
Zu (iv). Die Punkte A, B, C, D, E sind paarweise verschieden, denn sie bilden das regelmäÿige Fünf-
eck ABCDE. Nun folgt aus Nebenwinkeln ∠EAV = ∠VEA = 72◦. Also ist 4EVA gleichschenklig.
Analog sind4AWB,4BXC,4CYC,4DZE gleichschenklig. Insbesondere sind diese fünf Dreieck kon-
gruent, da sie je die gleiche Basis und die gleichen Winkeln haben. Folglich gilt |VA| = |AW|. Damit
ist 4VWA auch gleichschenklig. Analog sind 4WXB,4XYC,4YZD,4ZVE auch gleichschenklig.
Wegen den gleich langen Schenkeln und den gleichen Winkeln sind diese aber auch kongruent. Damit
sind die Seiten des Fünfecks VWXYZ alle gleich lang. Nun ist aber

∠EVZ = ∠WVA = 180◦−∠VAW
2 = 180◦−108◦

2 = 36◦ und ∠AVE = 180◦ − 2 · 72◦ = 36◦

mit der Winkelsumme im Dreieck. Dabei ist ∠VAW = ∠BAE = 108◦ mit Scheitelwinkel. Dann folgt
aber insbesondere

∠WVZ = ∠WVA +∠AVE +∠EVZ = 108◦.

Analog die anderen Winkel des Fünfecks VWXYZ. Also sind die Winkel von Fünfeck VWXYZ auch
alle gleich groÿ. Damit sind die Seiten und Winkel des Fünfecks VWXYZ gleich groÿ, womit VWXYZ
auch regelmäÿig ist. Damit sind die Punkte V, W, X, Y, Z auch paarweise verschieden. Nun sind die
Punkte V, W, X, Y, Z auÿerhalb von Fünfeck ABCDE, weil diese Punkte als Schnittpunkte von verlän-
gerten Seiten des Fünfecks ABCDE konstruiert werden. Verlängerte Seiten des regelmäÿigen Fünfecks
schneiden sich nicht innerhalb oder auf dem Fünfeck und damit schneiden sie sich auÿerhalb vom Fünf-
eck. Nun schneidet Gerade VW die verlängerten Seiten des Fünfecks ABCDE nur in den Punkten V
und W. Es schneidet AB und ED in V und BC und EA in W nach De�nition von V und W. Zu CD ist
es parallel. Damit schneidet Gerade VW auch keinen inneren Teil von ABCDE, da die Schnitte V und
W nicht auf den Seiten des Fünfecks ABCDE liegen. Analog die Gerade WX, XY, YZ, ZV. Folglich
liegt Fünfeck ABCDE komplett innerhalb von Fünfeck VWXYZ. Nun sind die Punkte S1, S2, S3, S4, S5
mit analoger Begründungen wie oben, auÿerhalb von Fünfeck VWXYZ. Da ABCDE innerhalb von
VWXYZ ist, folgt unmittelbar die Verschiedenheit von S1, S2, S3, S4, S5 mit A, B, C, D, E. Dass sie
auch zu V, W, X, Y, Z paarweise verschieden sind, macht man analog wie oben.
Jetzt noch (v). Es gibt nur zwei verschiedene Arten von Geraden. Diejenigen, die durch eine Diagonale
von VWXYZ gehen und diejenigen, die durch eine Seite von dem Fünfeck gehen. Es genügt also aus
Symmetriegründen sich VY und VW anzuschauen. Gerade VY schneidet die Geraden VW, VX, VZ
o�ensichtlich in V. Es schneidet WZ in E, da nach De�nition V = DE ∩ AB und Y = BC ∩ DE,
also VY = DE, da V und Y auf DE liegen. Analog WZ = EA. Demnach schneiden sie sich auch in
E. Genauso zeigt man, dass VY die Gerade XZ in D schneidet. Und o�ensichtlich schneidet VY die
Geraden XY, WY, ZY in Y. Das sind nun die Schnitte von VY mit 8 anderen Geraden. Es gibt aber

3Hier steht P ∈ g dafür, dass P Element von g ist. Also im Näheren hier, dass Punkt Z auf der Strecke p liegt.
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bloÿ 9 von VY verschiedene Geraden und eine, nämlich WX nach (iii), ist zu VY parallel. Damit haben
wir alle Schnitte von VY aufgezählt. Genauso behandelt man VW. Damit ist (v) bewiesen.
Nun haben wir also 10 verschiedene Geraden auf E1. Das sind auch alle Geraden auf E1, denn E1 ist
parallel zu E12 und schneidet diese Ebene folglich nicht.

Anschaulich beschreibt das Lemma nur Abbildung 3. Es beschreibt insbesondere alle Schnittpunkte,
sodass wir mit Lemma 3 eindeutig die Anzahl der Gebiete abzählen können, um dann mit Lemma 2
eindeutig die Anzahl der Raumteile abzählen zu können. Beachte, dass aus Symmetriegründen eine
beliebige Ebene Ei mit 1 ≤ i ≤ 12 so aussieht wie im Lemma beschrieben. Folglich müssen wir, wenn
wir nur einen Teil der Ebene mit einer Ebene schneiden lassen, nur eine Teilmenge der Geraden in dem
Lemma nehmen. Dann ist das Abzählen der Gebiete auf der jeweiligen Ebene einfach. Wir wollen noch
ein Lemma dazwischen schieben.

11
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Lemma 5. Es sei σ : F× F× G× G → F eine Funktion mit

F := {F1, F2, . . . , F12} und G := {(Fi, Fj, Fk) : 1 ≤ i < j < k ≤ 12}.

Die Funktion σ(W, X, Y, Z) bildet eine Fläche W auf eine andere Fläche unter folgendem Schema
ab: Man drehe den Dodekaeder so, dass die Ecke der Flächen des Tripels Y auf A und die Ecke
der Flächen des Tripels Z auf B liegt und Fläche X auf F1 liegt. Diese Drehung bildet Fläche W
auf eine nicht-notwendigerweise andere Fläche ab. Das Bild liefert Funktion σ(W, X, Y, Z). Sei weiter
δ : H × F× G× G → H eine Funktion mit H :=

⋃12
i=1 Fi. Dann liefert

δ(W, X, Y, Z) = {σ(w1, X, Y, Z)} × {σ(w2, X, Y, Z)} × · · · × {σ(wn, X, Y, Z)}

mit W := (w1, w2, . . . , wn) ∈ H.
Es gilt dann

• δ((F1, F2, F3), F4, (F1, F3, F4), (F3, F4, F9)) = (F2, F8, F3)

• δ((F1, F2, F3, F4), F5, (F1, F4, F5), (F4, F5, F10) = (F2, F7, F8, F3)

• δ((F1, F2, F3, F4, F5), F6, (F1, F2, F6), (F1, F5, F6)) = (F3, F2, F8, F9, F4)

• δ((F1, F2, F3, F4, F5, F6), F7, (F2, F6, F7), (F6, F7, F11)) = (F8, F2, F7, F12, F9, F3)

• δ((F1, F2, F3, F4, F5, F6, F7), F8, (F2, F3, F8), (F2, F7, F8)) = (F8, F3, F2, F7, F12, F9, F4)

• δ((F1, F2, F3, F4, F5, F6, F7, F8), F9, (F3, F8, F9), (F8, F9, F12)) = (F7, F8, F2, F6, F11, F12, F9, F3)

• δ((F1, F2, . . . , F9), F10, (F4, F5, F10), (F4, F9, F10) = (F8, F12, F9, F3, F2, F7, F11, F10, F4)

• δ((F1, F2, . . . , F10), F11, (F5, F6, F11), (F5, F10, F11) = (F8, F7, F12, F9, F3, F2, F6, F11, F10, F4)

Beweis. Es sei A4 := (F1, F3, F4) und B4 := (F3, F4, F9). Dann ist nach De�nition dementsprechend
auch σ(F4, F4, A4, B4) = F1, denn das zweite Element in dem Tupel bedeutet schlieÿlich, dass F4 auf
F1 abgebildet wird.
Nach De�nition von A und B in Lemma 4 haben F1 und F3 die gemeinsame Kante [AB]. Nun haben
σ(F4, F4, A4, B4) und σ(F3, F4, A4, B4) auch die gemeinsame Kante [AB], da nach De�nition der σ
Funktion liegt nach der Drehung dann die Ecke des Tripels A4 = (F1, F3, F4) auf A und die Ecke des
Tripels B4 = (F3, F4, F9) auf B liegen. Nun ist aber A4 eine Ecke mit den Flächen F3, F4, aber B4
auch. Also ist die Strecke mit den Ecken des Tripels A4 und B4 die Strecke zwischen F3, F4. Nach der
Drehung ist diese Strecke nach De�nition auf [AB] und folglich ist auch die Kante zwischen F3, F4
nach der Drehung genau Kante [AB]. Da σ(F4, F4, A4, B4) = F1, muss dann σ(F3, F4, A4, B4) = F3
folgen, da F1 und F3 gemeinsame Kante [AB] haben.
Wegen A4 = (F1, F3, F4), haben σ(F1, F4, A4, B4), σ(F3, F4, A4, B4), σ(F4, F4, A4, B4) die gemeinsame
Ecke A. Mit σ(F3, F4, A4, B4) = F3 und σ(F4, F4, A4, B4 = F1 folgt also σ(F1, F4, A4, B4) = F2, da die
A nach De�nition in Lemma 4 die Ecke zwischen F1, F2, F3 ist.
Nun ist nach De�nition zur Beschriftung des Dodekaeders Fläche F2 diejenige benachbarte Fläche
von F1 und F3, die nicht F4 ist. Also ist σ(F2, F4, A4, B4) benachbart zu σ(F1, F4, A4, B4) = F2
und σ(F3, F4, A4, B4) = F3. Aber σ(F2, F4, A4, B4) ist nicht σ(F4, F4, A4, B4) = F1. Folglich ist al-
so σ(F2, F4, A4, B4) = F8 nach De�nition zur Beschriftung des Dodekaeders. Es ist nämlich F8 als
Fläche de�niert, die banachbart zu F2, F3 ist, aber nicht F1 ist. Also ist

δ((F1, F2, F3), F4, (F1, F3, F4), (F3, F4, F9)) = (F2, F8, F3)

bewiesen. Die restlichen Stichpunkte beweist man ähnlich.
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Das Lemma beschreibt im Wesentlichen Folgendes. Wir legen unseren beschrifteten Dodekaeder wie am
Anfang und in Lemma 4 de�niert auf den Boden legen, sodass F1 auf dem Boden liegt. Wir beschriften
auf dem Boden die Punkte A und B. Dann nehmen wir den Dodekaeder und drehen ihn, sodass eine
andere Fläche auf dem Boden liegt und andere Ecken auf A und B. Dabei sind diese Ecken mehr oder
weniger willkürlich gewählt. Nun haben wir unseren beschrifteten Dodekaeder so gedreht, dass nun F2
nicht mehr an der Stelle zu sehen ist, wo zuvor F2 zu sehen war. Zuvor war eine nicht notwendigerweise
andere Fläche. Genauso F3, F4, . . . , F12. Das Lemma beschreibt dann, welche Flächen zuvor da waren.
Genau hierfür bietet es sich eventuell an einen beschrifteten Dodekaeder zu basteln. Mit dem Lemma
können wir also die Schnitte auf den Dodekaederebenen auf Lemma 4 reduzieren, sodass Abzählen nun
einfach ist.

Nun wollen wir schrittweise die Anzahl der disjunkten Raumteile berechnen.

Schritt 1: Wir fügen E1 in den Raum ein.

O�ensichtlich wird der Raum durch die Ebene in zwei disjunkte Raumteile geteilt.

Schritt 2: Wir fügen E2 in den Raum ein.

Da F1 ⊂ E1 und F2 ⊂ E2 benachbart sind, schneiden sich E1 und E2 auch in einer Geraden, nämlich
auf der verlängerten Seite des Dodekaeders zwischen F1 und F2. Folglich wird E2 durch diese eine
Schnittgerade in zwei Gebiete geteilt. Nach Lemma 2 werden in diesem Schritt also 2 Raumteile
hinzugefügt.

Schritt 3: Wir fügen E3 in den Raum ein.

Wieder sind F1 ⊂ E1 und F2 ⊂ E2 benachbart zu F3 ⊂ E3. Folglich schneiden sich E1, E3 und
E2, E3 jeweils in einer Geraden. Diese sind nicht parallel, denn sie schneiden sich im Eckpunkt des
Dodekaeders zwischen F1, F2, F3. Das heiÿt, Ebene E3 wird von zwei Geraden geteilt. Diese sind nicht
parallel zueinander. Also wird E3 in 4 Gebiete geteilt. Nach Lemma 2 werden also hier 4 Raumteile
hinzugefügt.

In den folgenden Schritten werden wir die Lemmata zu Nutzen ziehen und das Abzählen auf die
einzelnen Lemmata reduzieren.
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Schritt 4: Wir fügen E4 in den Raum ein.

Wähle nun E4 als Bezugsebene und lasse E1, E2, E3 auf E4 schneiden. Setze die Ecke zwischen F4, F1, F3
auf A und die Ecke zwischen F4, F3, F9 auf B so, dass F4 da liegt, wo zuvor F1 war, in der Kon�guration
von Lemma 4. Diese Abbildung wirkt nach Lemma 5, dass F1, F2, F3 nun da sind, wo zuvor bei der
De�nition von Lemma 4 die Flächen F2, F8, F3 waren. Die drei Geraden, die von E1, E2, E3 auf E4
projiziert werden, liefert folglich das Bild der Schnitte von E2, E8, E3 auf E1.

4 Das sind nach Lemma
4 die Geraden EA, VW und AB.

A B

E

V

W

Abbildung 4: Wenn E1, E2 und E3 die Ebene E4 schneiden..

Es ist leicht abzuzählen, dass es nun genau 7 Gebiete sind. Das machen wir mit Lemma 3. Ähnlich wie
wir die Ebenen einzeln in den Raum einfügen, machen wir dies für die Geraden in der Ebene. Zuerst
fügen wir AB ein, das teilt die Ebene in 2 Gebiete. Nun fügen wir EA ein. Gerade EA schneidet AB
in A, sie hat also einen Schnittpunkt, nach Lemma 3 folgt, dass 2 Gebiete hinzugefügt werden. Nun
fügen wir VW ein. Sie schneidet AB in V und EA in W. Es werden also 3 Gebiete hinzugefügt.
In den weiteren Schritten werden wir auf eine genaue Analyse verzichten, jedes Mal wird allerdings der
gleiche Algorithmus angewendet. Zuerst füge man eine beliebige Gerade ein. Diese teilt die Ebene in 2
Gebiete. Dann füge man weitere eine Gerade ein und überprüfe die einzelnen Schnitte mit den anderen

4Wir werden in den nächsten Schnitten nicht mehr anmerken, dass das Bild der Schnitte der Ebenen von
δ((F1, F2, . . . , Fn), Fn+1, . . . ) auf E1 ist. Dennoch begründen wir es in den nächsten Schritten genau damit.
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Geraden. Hier notiere man sich auf, welche Schnittpunkte ergeben. Dann zähle man die Anzahl der
verschiedenen Schnittpunkte zusammen, das ist die Anzahl der Schnitte mit den anderen Geraden.
Nun lässt sich Lemma 3 anwenden und man wiederhole diesen Prozess, bis alle Geraden eingefügt sind.
Insbesondere bestätigen die Abbildungen das Ergebnis.

Schritt 5: Wir fügen E5 in den Raum ein.

Wähle nun E5 als Bezugsebene und lasse E1, E2, E3 und E4 auf E5 schneiden. Setze die Ecke zwischen
F5, F1, F4 auf A und die Ecke zwischen F5, F4, F10 auf B so, dass F5 da liegt, wo zuvor F1 war, in der
Kon�guration von Lemma 4. Diese Abbildung wirkt nach Lemma 5, dass F1, F2, F3, F4 nun da sind,
wo zuvor bei der De�nition von Lemma 4 die Flächen F2, F7, F8, F3 waren. Die vier Geraden, die von
E1, E2, E3 und E4 auf E5 projiziert werden, sind dann die Geraden EA, ZV, VW und AB.

A B

E

V

W

Z

Abbildung 5: Wenn E1, E2, E3 und E4 die Ebene E5 schneiden..

Es ist nun wieder leicht abzuzählen, dass es nun 10 Gebiete auf E5 sind.
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Schritt 6: Wir fügen E6 in den Raum ein.

Wähle E6 als Bezugsebene und lasse E1, E2, E3, E4 und E5 auf E6 schneiden. Setze die Ecke zwischen
F6, F1, F2 auf A und die Ecke zwischen F6, F1, F5 auf B so, dass F6 da liegt, wo zuvor F1 war, in der
Kon�guration von Lemma 4. Diese Abbildung wirkt nach Lemma 5, dass F1, F2, F3, F4, F5 nun da sind,
wo zuvor bei der De�nition von Lemma 4 die Flächen F3, F2, F8, F9, F4 waren. Die fünf Geraden, die von
E1, E2, E3, E4 und E5 auf E6 projiziert werden, sind dann die Geraden AB, EA, VW, WX und BC.

A B

E

V

W

C

X

Abbildung 6: Wenn E1, E2, E3, E4 und E5 die Ebene E6 schneiden..

Wir können nun wieder abzählen, dass es 13 Gebiete sind.
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Schritt 7: Wir fügen E7 in den Raum ein.

Wähle E7 als Bezugsebene und lasse E1, E2, E3, E4, E5, E6 auf E7 schneiden. Setze die Ecke zwischen
F7, F2, F6 auf A und die Ecke zwischen F7, F6, F11 auf B so, dass F7 da liegt, wo zuvor F1 war, in der
Kon�guration von Lemma 4. Diese Abbildung wirkt nach Lemma 5, dass F1, F2, F3, F4, F5, F6 nun da
sind, wo zuvor bei der De�nition von Lemma 4 die Flächen F8, F2, F7, F12, F9, F3 waren. Beachte, dass
E4 parallel zu E7 ist, also schneiden diese sich nicht. Die fünf Geraden, die von E1, E2, E3, E5 und E6
auf E7 projiziert werden, sind dann die Geraden VW, EA, ZV, WX und AB.

A B

E

V

W

X

Z

S1

Abbildung 7: Bild von E7

Es ist nun leicht abzuzählen, dass es 14 Gebiete sind.

17



Qi Zhu Bundeswettbewerb Mathematik 2016, Runde 2

Schritt 8: Wir fügen E8 in den Raum ein.

Wähle E8 als Bezugsebene und lasse E1 bis E7 auf E8 schneiden. Setze die Ecke zwischen F8, F2, F3 auf
A und die Ecke zwischen F8, F2, F7 auf B so, dass F8 da liegt, wo zuvor F1 war, in der Kon�guration
von Lemma 4. Diese Abbildung wirkt nach Lemma 5, dass F1, F2, F3, F4, F5, F6, F7 nun da sind, wo zuvor
bei der De�nition von Lemma 4 die Flächen F8, F3, F2, F7, F12, F9, F4 waren. Beachte, dass E8 parallel
zu E5 ist, diese schneiden sich also nicht. Die sechs Geraden, die von E1, E2, E3, E4, E6 und E7 auf E8
projiziert werden, sind dann die Geraden VW, AB, EA, ZV, WX und BC.

A B

CE

V

W

X

Z

S1

Abbildung 8: Bild von E8

Es ist nun leicht abzuzählen, dass es 17 Gebiete sind.
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Schritt 9: Wir fügen E9 in den Raum ein.

Wähle E9 als Bezugsebene und lasse E1 bis E8 auf E9 schneiden. Setze die Ecke zwischen F9, F3, F8 auf
A und die Ecke zwischen F9, F8, F12 auf B so, dass F9 da liegt, wo zuvor F1 war, in der Kon�guration von
Lemma 4. Diese Abbildung wirkt nach Lemma 5, dass F1, F2, F3, F4, F5, F6, F7, F8 nun da sind, wo zuvor
bei der De�nition von Lemma 4 die Flächen F7, F8, F2, F6, F11, F12, F9, F3 waren. Beachte, dass E6 parallel
zu E9 ist und diese sind folglich nicht schneiden. Die sieben Geraden, die von E1, E2, E3, E4, E5, E7 und
E8 auf E9 projiziert werden, sind dann die Geraden ZV, VW, EA, DE, YZ, WX und AB.

A B

D

E

V

W

X

YZ

S1

S3S5

Abbildung 9: Bild von E9

Es ist nun leicht abzuzählen, dass es 22 Gebiete sind.
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Schritt 10: Wir fügen E10 in den Raum ein.

Wähle E10 als Bezugsebene und lasse E1 bis E9 auf E10 schneiden. Setze die Ecke zwischen F10, F4, F5
auf A und die Ecke zwischen F10, F4, F9 auf B so, dass F10 da liegt, wo zuvor F1 war, in der Kon�guration
von Lemma 4. Diese Abbildung wirkt nach Lemma 5, dass F1, F2, F3, F4, F5, F6, F7, F8, F9 nun da sind, wo
zuvor bei der De�nition von Lemma 4 die Flächen F8, F12, F9, F3, F2, F7, F11, F10, F4 waren. Beachte, dass
E2 parallel zu E10 ist. Diese schneiden sich also nicht. Die acht Geraden, die von E1, E3, E4, E5, E6, E7, E8
und E9 auf E10 projiziert werden, sind dann die Geraden VW, WX, AB, EA, ZV, YZ, XY und BC.

A B

CE

V

W

X

YZ

S1 S2

S3

S4

S5

Abbildung 10: Bild von E10

Es ist dann leicht abzuzählen, dass es 27 Gebiete sind.
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Schritt 11: Wir fügen E11 in den Raum ein.

Wähle E11 als Bezugsebene und lasse E1 bis E10 auf E11 schneiden. Setze die Ecke zwischen F11, F5, F6
auf A und die Ecke zwischen F11, F5, F10 so, dass F11 da liegt, wo zuvor F1 war, in der Kon�gurati-
on von Lemma 4. Diese Abbildung wirkt nach Lemma 5, dass F1, F2, F3, F4, F5, F6, F7, F8, F9, F10 nun
da sind, wo zuvor bei der De�nition von Lemma 4 die Flächen F8, F7, F12, F9, F3, F2, F6, F11, F10, F4
waren. Beachte, dass E3 parallel zu E11 ist. Diese Ebenen schneiden sich also nicht. Die neun Ge-
raden, die von E1, E2, E4, E5, E6, E7, E8, E9 und E10 auf E11 projiziert werden, sind dann die Geraden
VW, ZV, WX, AB, EA, DE, YZ, XY und BC.

A B

C

D

E

V

W

X

YZ

S1 S2

S3

S4

S5

Abbildung 11: Bild von E11

Es ist leicht abzuzählen, dass es 31 Gebiete sind.
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Schritt 12: Wir fügen E12 in den Raum ein.

Wähle E12 als Bezugsebene und lasse E1 bis E11 auf E12 schneiden. Beachte, dass E1 parallel zu E12
ist, diese schneiden sich also nicht. Aus Symmetriegründen ist das entstehende Bild genau das Gleiche
wie in Lemma 4 bzw. eben Abbildung 3.
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Abbildung 12: Bild von E12

Es ist leicht abzuzählen, dass es da 36 Gebiete sind.

Es genügt jetzt also die Raumteile zusammenzuzählen. Insgesamt sind es

2 + 2 + 4 + 7 + 10 + 13 + 14 + 17 + 22 + 27 + 31 + 36 = 185

disjunkte Raumteile. Jeder Summand repräsentiert dabei einen Schritt. Genau das haben wir behauptet.
Damit sind wir fertig.
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