
56. Mathematik Olympiade, Schulrunde

Qi Zhu, Klasse 12

Werner-Heisenberg-Gymnasium Garching

1 Aufgabe 561211

1.1 Kurzer Einleitungstext

Leider ist diese Aufgabe so langweilig, dass der Leser nicht mit überkomplizierten Lösungsansätzen
genervt werden kann. Der Leser muss aber sowieso die Qual ergehen, sich mit dieser Aufgabe zu
beschäftigen, was Strafe genug ist. Viel Vergnügen!

1.2 Das gute alte Einsetzungsverfahren

Die zweite Gleichung ist äquivalent zu x = 2193− y. Wenn wir das in die erste Gleichung einsetzen,
bekommen wir √

177− y +
√

y− 56 = 11.

Da beide Seiten nicht-negativ sind, dürfen wir die Gleichung quadrieren. Es folgt

(177− y) + 2
√

177− y
√

y− 56 + (y− 56) = 121 ⇐⇒ 2
√

177− y
√

y− 56 = 0.

Das gilt genau dann, wenn y = 177 oder y = 56. In die zweite Gleichung eingesetzt, liefert das die Paare
(2016, 177) und (2137, 56) für (x, y). Bleibt zu bestätigen, dass beide Paare tatsächlich Lösungspaare
sind.
Dazu genügt es, die Probe für die erste Gleichung durchzuführen, denn o�ensichtlich sind die Paare
Lösungen in der zweiten Gleichung. In die erste Gleichung eingesetzt, liefert das erste Paar

√
2016− 2016 +

√
177− 56 = 11 ⇐⇒

√
121 = 11

und das zweite Paar
√

2137− 2016 +
√

56− 56 = 11 ⇐⇒
√

121 = 11.

Die rechte Seite ist jeweils eine wahre Aussage. Damit sind (2016, 177) und (2137, 56) tatsächlich
Lösungen und auch die einzigen Lösungspaare für (x, y) ∈ R2.
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2 Aufgabe 561212

2.1 Kurzer Einleitungstext

Die lange Ausführung dieser Aufgabe soll insbesondere dazu dienen, dass der Leser in den Ferien nicht
zum Entspannen kommt, sondern mit dem Durchlesen mathematischer Arbeiten die Zeit verbringen
muss. (Achtung, Ironie! Vielleicht mit einem winzigen Funken Wahrheit...)

Im Näheren werden wir diese Aufgabe zuerst mit einer Atombombe totschlagen, anschlieÿend aufzeigen,
warum sie eine Trollaufgabe ist und zum Abschluss doch noch die vom Ersteller intendierte Lösung
präsentieren.

2.2 Beweis mit Sawayama-Thebault's Theorem

Wir zitieren den Satz von Sawayama-Thebault (siehe auch [1] im Literaturverzeichnis). Da dieser
Satz einen Namen hat, dürfen wir ihn ohne Beweis verwenden. (Der interessierte Leser möge dies als
Übungsaufgabe machen. Projektive Geometrie sollte ein guter Anhaltpunkt sein.)

Satz 2.1. Es sei D ein Punkt auf der Seite [AB] von 4ABC. Ein Kreis ω1 mit Umkreismit-
telpunkt O1 tangiere an CD, [AD] und Γ, dem Umkreis von 4ABC. Ein weiterer Kreis ω2 mit
Umkreismittelpunkt O2 tangiere an CD, [BD] und Γ. Sei I der Inkreismittelpunkt von 4ABC.
Dann sind die Punkte O1, I, O2 kollinear.

A B

C

D

I
O1

O2

ω1

ω2Γ

Abbildung 1: Die Punkte O1, I, O2 sind kollinear.

Nun zurück zu dem ursprünglichen Problem. Da 4ABC gleichschenklig und rechtwinklig ist, ist CM
senkrecht zu AB. Da insbesondere auch DM nach De�nition auf AB senkrecht steht, ist das Bild der
Achsenspiegelung von C an AB also Punkt D. Insbesondere wird bei dieser Spiegelung 4ABC auf
4ABD abgebildet. Also ist 4ABC ∼= 4BAD. Sei I der Inkreismittelpunkt von 4BAD und seien ω1
bzw. ω2 die beiden Kreise, die an [AM], MD und k bzw. [MB|, MD und k tangieren. Weiter seien O1
bzw. O2 die Mittelpunkte von ω1 bzw. ω2. Es genügt zu zeigen, dass der Inkreisradius von 4BAD
genauso groÿ wie die Radien von ω1 und ω2 ist. Sei dabei r der Inkreisradius und rω1 bzw. rω2 die
Radien von ω1 bzw. ω2.

Aus Symmetriegründen sind ω1 und ω2 kongruent, also die Radien dieser Kreise sind gleich groÿ. Nach

2



Qi Zhu 56. Mathematik Olympiade

De�nition tangieren beide Kreise an AB. Es folgt

d(O1, AB) = rω1 = rω2 = d(O2, AB)1.

Daraus folgt aber, dass O1O2 parallel zu AB ist. Nach Sawayama liegt I auf O1O2. Ferner ist d(I, AB)
der Inkreisradius von 4ABC. Wegen der Parallelität folgt also weiter

r = d(I, AB) = d(O1, AB) = rω1 = rω2 ,

also r = rω1 = rω2 . womit wir fertig sind. �

A B
M

D

I

O1 O2

Abbildung 2: Gerade O1O2 ist parallel zu Gerade AB.

2.3 Beweis mit Aufgabe 551232

Eventuell war dem Leser der Satz von Sawayama-Thebault nicht unbedingt bekannt und damit viel-
leicht der obrige Beweis nicht gerade zufriedenstellend. Denn seien wir mal ehrlich: Wieviele Leute auf
dieser Welt kennen den Satz von Sawayama-Thebault? Um hier anzuknüpfen, geben wir einen weite-
ren Beweis, der dem Leser möglicherweise wieder nicht gefallen wird, denn der Aufgabensteller hat es
sich sicher anders vorgestellt! So sollte jedem Teilnehmer der letztjährigen Landesrunde die Ähnlichkeit
dieser Aufgabe zur schwierigsten Landesrundenaufgabe des letzten Jahres, nämlich Aufgabe 551232

au�allen. Tatsächlich ist diese Aufgabe der Schulrunde bloÿ ein Spezialfall von 551232. Im folgenden
Beweis verwenden wir die gleichen Bezeichnungen wie im vorherigen Beweis.

Aufgabe 2.1 (551232). Die Strecke [AB] ist der Durchmesser eines Halbkreises h. Auf diesem
Halbkreis liegt der Punkt C, der verschieden von den Punkten A und B sein soll. Der Fuÿpunkt
des Lotes von C auf die Strecke [AB] heiÿt D. Der Kreis k liegt auÿerhalb des Dreiecks ADC
und berührt gleichzeitig den Halbkreis h und die Strecken [AB] und [CD]. Der Berührungspunkt
des Kreises mit der Strecke [AB] ist der Punkt E. Man beweise |AC| = |AE|.

Beweis. Im Wettbewerb selbst vor einem Jahr löste ich das noch mit einer Kollinearität und anschlie-
ÿendem Herumrechnen mit Pythagoras. Mit Sätzen am Kreis ist es aber zugegebenermaÿen ein wenig
schöner. Deshalb werden wir so fortschreiten.

Sei ψ der Umkreis von 4ABC. Weiter sei L der Berühpunkt von h mit k und S der Berührpunkt von

1
Dabei bezeichnet d(P, g) den Abstand eines Punktes P von einer Geraden g.
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k mit CD. Da zwei Kreise stets zueinander ähnlich sind, existiert stets ein Streckzentrum, wovon man
mit einer zentrischen Streckung den einen Kreis auf den anderen abbilden kann. Folglich gibt es auch
ein eindeutiges solches Zentrum, der k auf ψ abbildet. Beachte hierbei, dass h ein Abschnitt von ψ ist.
Es ist leicht zu sehen, dass L das Streckzentrum ist, da für einen beliebigen anderen Punkte der Punkt
L nicht als Bild der Streckung erzeugt werden kann. (Das begründet die Musterlösung nicht einmal,
sie sagt gleich, dass L das Zentrum ist.) Da die Tangente CD an k in S parallel zur Tangente an ψ in
A ist, wird S auf A abgebildet. Also sind die Punkte A, S und L kollinear.

A B

C

D

L

E

S

k

h

Abbildung 3: Die Punkte A, S, L sind kollinear.

Nun ist DBLS ein Sehnenviereck, da ∠BDS = 90◦ und ∠SLB = ∠ALB = 90◦. Beachte, dass hier die
Kollinearität von A, S und L ausgenutzt wurde. Die Punkte L und D liegen also auf dem Thaleskreis
über Durchmesser [BS] und somit ist DBLS tatsächlich ein Sehnenviereck. Nun gilt

|AC|2 (1)
= |AD| · |AB| (2)= |AS| · |AL| (3)= |AE|2.

Dabei folgt (1) aus dem Kathetensatz im rechtwinkligen Dreieck 4ABC. Weiter folgt (2) aus dem
Sekantensatz am Kreis von Sehnenviereck DBLS. Zuletzt folgt (3) aus dem Sekanten-Tangentensatz
an Kreis k. Damit ist |AC| = |AE| und wir sind fertig.

Wir spiegeln Kreis ω2 an Durchmesser [AB]. Das Bild heiÿe ω′2 und berühre AB im Punkt E. Da ω2
auch [MD] und den Umkreis berührt hat, berührt ω′2 ebenso [CM] und den Umkreis von 4ABC. Es
genügt zu zeigen, dass ω′2 den gleichen Radius wie der Inkreis von 4ABC hat.
Der Inkreisradius von 4ABC lässt sich leicht berechnen. Bekannterweise gilt sr = [ABC], wobei r
der Inradius, s der halbe Umfang und [ABC] die Fläche von 4ABC sei. (Für einen Beweis siehe man
meine Lösungen für die letztjährige Schulrunde oder fast jede Literatur zur Wettbewerbsgeometrie.)
Sei dann |AB| = 2x.

A
E

B

C

M

Abbildung 4: Eigentlich nur Spezialfall von 551232

Nach Pythagoras ist |BC| = |CA| =
√

2x. Da die Fläche von 4ABC ebenso durch

[ABC] =
1
2
|BC| · |CA|
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ausgedrückt werden kann, gilt 1
2 |BC| · |CA| = sr. Wenn wir die jeweiligen Werte für diese Gleichung

einsetzen, folgt

1
2
(
√

2x)2 =
1
2
(2x + 2

√
2x)r ⇐⇒ r =

2x2

2x + 2
√

2x
=

x
1 +
√

2
=

x(1−
√

2)
1− 2

= (
√

2− 1)x.

Es gilt |AE| = |AM|+ |ME| = x + |ME|. Also folgt insbesondere mit Aufgabe 2.1

|AC| = |AE| ⇐⇒
√

2x = x + |ME| ⇐⇒ |ME| = (
√

2− 1)x = r.

Aber |ME| ist genau der Radius von ω2. Damit sind wir fertig. �

Nun wollen wir uns doch endlich einer Lösung widmen, die der Aufgabensteller mit Sicherheit auch im
Kopf hatte.

2.4 Beweis ohne Overpowered-Tech

Es sei t die Tangente, die an ω1 und k tangiert. Diese existiert, da ω1 Kreis k berührt. Sei der
Berührpunkt von ω1 und k also T und seien X = t ∩ AM und Y = t ∩MD.

A

Y

X B

C

M

O1

T

D

Abbildung 5: Kongruenz der Dreiecke 4ABC und 4XYM

Insbesondere berührt t die beiden Kreise in T. Nun tangiert ω1 an alle Seiten von 4XYM, es ist also
der Inkreis von 4XYM.
Weiter sind die Punkte T, O1 und M kollinear. Denn da t an ω und k tangieren, folgt MT ⊥ t und
auch O1T ⊥ t. Damit erhalten wir eine Gleichheit für die Geraden, nämlich MT = O1T.
Folglich liegt also O1, der Inkreismittelpunkt von 4XYM, auf MT, sodass MT die Winkelhalbierende
von ∠XMY ist. Wir haben aber bereits MT ⊥ t gezeigt. Da die Winkelhalbierende zugleich die Höhe
hier ist, folgt die Gleichschenkligkeit von 4XYM.
Da 4XYM mit Basis [XY] gleichschenklig ist, ist MT auch eine Schwerlinie, sodass T der Mittelpunkt
von [XY] ist. Dann folgt mit ∠XMY = 90◦ nach Thales |XY| = 2|TM|, denn M liegt nach Thales
auf einem Kreis mit Durchmesser [XY] und Mittelpunkt T. Aber es gilt

|XY| = 2|TM| = |MA|+ |MB| = |AB|,
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da |TM| zugleich der Radius von k ist. Wegen der Gleichschenkligkeit von 4XYM und 4ABC und
deren Rechtwinkligkeit, folgt, dass sie in den Winkeln übereinstimmen. Diese Dreiecke sind nämlich
beides 45◦− 90◦− 45◦ Dreiecke. Da auch noch |XY| = |AB| gilt, folgt mit dem WSW-Kongruenzsatz
demnach 4XYM ∼= 4ABC.

Da4XYM deckungsgleich zu4ABC ist, stimmen sie auch im Inradius überein. Folglich ist der Radius
von ω1 genauso lang wie der Inradius von 4ABC. �
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3 Aufgabe 561213

3.1 Kurzer Einleitungstext

Eigentlich fällt mir hier nicht viel zum Schreiben ein, doch vollständigkeitshalber wird hier auch ein
Vorschub eingefügt. Wahrscheinlich ist die Aufgabe auch eher typisch für eine früher deutsche Olym-
piadenrunde. Leider allerdings wieder eine eher langweiligere Aufgabenart. Der Leser möge hier aber
nicht zwingend mit der Meinung des Autors zustimmen. Zumindest schult diese Aufgabe die Verständis
der Schnitte zweier Kurven in der Ebene.

3.2 Lösung: Zum Glück nur in 2D

Es genügt die Aufgabe in der Ebene zu betrachten, das heiÿt: Wir �nden alle Radien r in Abhängigkeit
vom Parameter a > 0, sodass es einen Kreis mit Radius r gibt, der die Parabel y = ax2 nur in
dem tiefsten Punkt (0, 0) berührt. Das liegt daran, dass dieser Kreis nach der Drehung um die y-
Achse auf eine Kugel mit den gewünschten Eigenschaften abgebildet wird. O�ensichtlich liefert die
Umkehrabbildung den entsprechenden Kreis. Gleiches Prinzip gilt bei der Parabel. Durch die Bijektion
können wir also tatsächlich das Problem in der Ebene behandeln.

Es seien

y = ax2 (1)

x2 + (y− r)2 = r2 (2)

die Parabelgleichung und die Kreisgleichung im zweidimensionalen kartesischen Koordinatensystem.
Dabei hat die Kreisgleichung ihre Form, weil der Mittelpunkt des Kreises aus Symmetriegründen of-
fensichtlich auf der y-Achse sein muss, da die Parabel auch bezüglich zur y-Achse symmetrisch ist. Da
der Kreis Radius r hat, muss ihr Mittelpunkt also auf (0, r) sein, damit der Kreis die Parabel in dem
Punkt (0, 0) berührt. Wir betrachten im Folgenden die Schnitte des Kreises mit der Parabel.
Ziel ist es, alle möglichen Radien zu �nden, sodass diese Objekte sich nur in einem Punkt tre�en,
nämlich im Ursprung (0, 0). Dabei schneiden sich Kreis und Parabel genau dann im Punkt (x0, y0),
wenn das Paar (x, y) = (x0, y0) beide Gleichungen (1) und (2) löst. O�ensichtlich ist (x, y) = (0, 0)
für alle möglichen a, r eine Lösung.

Gleichung (2) ist äquivalent zu

x2 + y2 − 2yr = 0 ⇐⇒ x2 = 2yr− y2.

Das in (1) eingesetzt, liefert

y = a
(

2yr− y2
)
⇐⇒ y2a + y(1− 2ar) = 0 ⇐⇒ y(ya + 1− 2ar) = 0.

Also ist die Gleichung für y = 0 oder für y = 2ar−1
a lösbar. Für Ersteres wissen wir bereits, dass (0, 0)

eine Lösung ist. Für Zweiteres setzen wir y = 2ar−1
a in (1) ein und erhalten

x2 =
2ar− 1

a2 .

Das Paar (x, y) =
(√

2ar−1
a2 , 2ar−1

a

)
löst also Gleichung (1). Wir setzen es in Gleichung (2) ein, um

zu sehen, ob es auch (2) löst.

2ar− 1
a2 +

(
2ar− 1

a

)2
− 2r · 2ar− 1

a
= 0

⇐⇒ (2ar− 1) +
(

4a2r2 − 4ar + 1
)
− 4a2r2 + 2ar = 0
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Das ist jedoch o�ensichtlich eine Identität! Dabei haben wir bloÿ mit a2 multipliziert und ausmultipli-
ziert. Beachte, dass die Multiplikation so erlaubt ist, da a2 6= 0.
Dementsprechend ist tatsächlich das Paar (x, y) =

(√
2ar−1

a2 , 2ar−1
a

)
immer ein Lösungspaar, wenn es

wohlde�niert ist. Wir wollen aber schlieÿlich ein zweites Lösungspaar zum Gleichungssystem vermeiden.
Folglich bleibt zu erkunden, wann obiges Paar die Form (0, 0) hat oder es nicht wohlde�niert ist. Für
Radius r = 1

2a wird obiges Paar zu (0, 0). Genau für r < 1
2a ist obiges Paar nicht wohlde�niert, denn

dann ist der Radikand unter der Wurzel negativ, da dann

2ar− 1
a2 <

2a · 1
2a − 1
a2 = 0.

Für r > 1
2a ist das Paar immer wohlde�niert und hat auch nie die Form (0, 0). Dazu müssen wir bloÿ

die y-Koordinate betrachten. Beachte a > 0. Dann ist

2ar− 1
a

>
2a · 1

2a − 1
a

= 0.

Analog x-Koordinate. Also ist unsere vollständige Lösungsmenge

r ≤ 1
2a

für a > 0.

Genau dann haben Kreis und Parabel nur den gemeinsamen Punkt im Ursprung des Koordinatensys-
tems. Dabei ist r positiv bzw. sogar nicht-negativ, wenn man entartete Kreise, also Punkte, zulässt.
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4 Aufgabe 561214

4.1 Kurzer Einleitungstext

Die Beweise in den Teilaufgaben (b) und (c) sind stark durch das Beweisprinzip der vollständigen

Induktion motiviert. Allerdings wurde in dieser Arbeit kein induktiver Beweis durchgeführt, da es noch
ein wenig mehr Arbeit benötigen wird, das genutzte Argument auf beliebige 2n × 2n Schachbretter
zu erweitern. O�ensichtlich gilt aber die Aussage in Teilaufgabe (a) in einem beliebigen 2n × 2n
Schachbrett.

Auÿerdem verwenden die Beweise in (b) bzw. (c) ein tolles Prinzip aus der Kombinatorik: Nicht nach
den Regeln spielen. Dadurch, dass wir vorerst die Ränder des Schachbrettes wegnehmen, verzichten
wir auf eine Regel und folgern daraus doch noch einen logischen Schluss.

4.2 Lösung: Schachbretter mit TikZ entwerfen? Nervig.

Wir wollen die einzelnen Kästchen des Schachbrettes benennen. Sei die Ecke unten links mit [1|1]
bezeichnet. Rekursiv de�nieren wir dann die anderen Kästchen. Sei K = [x|y] ein Kästchen, dann wird
das Kästchen über K mit [x|y + 1] und das Kästchen rechts von K mit [x + 1|y] versehen.

(a) Betrachte die links untere Ecke. Es gibt genau zwei Möglichkeiten dort ein 1× 2 Rechteck hinzu-
legen. Entweder senkrecht oder horizontal.

[1|1]

[8|8]

Abbildung 6: Links H und Rechts S

Sei G die Menge aller möglichen Parkettierungen, H die Menge aller möglichen Parkettierungen,
sodass in der links unteren Ecke das 1× 2 Rechteck horizontal steht und S die die Menge aller
möglichen Parkettierungen, sodass in der links unteren Ecke das 1× 2 Rechteck senkrecht steht.
O�ensichtlich ist H disjunkt zu S, also H ∩ S = ∅, denn jede Parkettierung in H ist links unten
verschieden von einer beliebigen Parkettierung in S.
Insbesondere gilt aber aus Symmetriegründen auch |H| = |S|. Da es keine weiteren Möglichkeiten
gibt, die links untere Ecke zu parkettieren und dort ein Dominostein platziert werden muss, sind in
H und S wirklich alle mögliche Parkettierung enthalten, also ist G = H ∪ S. Also folgt

|G| = |H|+ |S| = 2|H|.

Das ist gerade, also sind wir fertig. �

(b) Wir führen einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, es gebe doch eine Parkettierung, in der es
kein 2× 2 Quadrat gibt. Unter dieser Annahme wollen wir dann eine Konstruktion angeben, die
letztendlich widersprüchlich ist. Wir wollen dabei zeigen, dass es ein 2× 2 Quadrat gibt, oder es
ein 6× 6 Quadrat mit den Eckkästchen [2|2], [7|2], [7|7], [2|7] gibt.
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An folgender Parkettierung wollen wir einen Widerspruch begründen.

[a|8]

Abbildung 7: Konstruktion, Konstruktion, Widerspruch...

Es gilt also in dieser P�asterung

(1) Wenn es ein 2× 2 Quadrat gibt, dass sind wir fertig. Also nehmen wir im Folgenden an, es gebe
kein 2× 2 Quadrat und zeigen stattdessen, dass ein 6× 6 Quadrat mit den oben genannten
Koordinaten existiert.
Wir betrachten also 1× 2 Rechtecke am Rand. Dann wollen wir zeigen, dass es am unte-
ren/oberen Rand keine Rechtecke gibt, die senkrecht stehen und am linken/rechten Rand, die
horizontal stehen, da sie sonst das 6× 6 Quadrat blockieren. Dabei betrachten wir aber aus-
schlieÿlich diejenigen Rechtecke, die nicht in den Ecken liegen, denn solche Rechtecke würden
kein 6× 6 Quadrat blockieren.
Dementsprechend schauen wir uns an, was passiert, wenn doch ein Rechteck so gelegt wird.
OBdA betrachten wir den oberen Rand und damit ein beliebiges Rechteck, das senkrecht liegt.
Dieser liege auf den Kästchen [a|8] und [a|7] mit 2 ≤ a ≤ 7. (Das ist das Rechteck im Zentrum
der Abbildung.)

(2) Betrachte Feld [a− 1|8]. Dort darf kein senkrechtes Rechteck liegen, denn sonst bildet dieses
mit dem ersten Rechteck ein 2× 2 Quadrat. Also liegt dort ein horizontales Rechteck. Analog
Feld [a + 1|8].

(3) Betrachte Feld [a − 1|7]. Hier darf kein horizontales Rechteck liegen, da es mit dem linken
zweiten Rechteck ein 2× 2 Quadrat bilden würde. Also liegt dieses senkrecht. Analog [a+ 1|7].

(4) Betrachte [a − 2|7]. Mit analoger Begründung muss dort ein horizontales Rechteck hin, da
es sonst mit dem Rechteck mit den Koordinaten [a− 1|7] und [a− 1|6] ein Quadrat bilden
würde. Analog [a + 2|7].

(5) Betrachte [a − 3|8]. Dort kann nur ein horizontales Rechteck hin, da Feld [a − 3|7] bereits
blockiert ist. Analog [a + 3|8]

Nun sind aber die Felder [a− 4|8], [a− 3|8], . . . , [a + 3|8], [a + 4|8] alle belegt. Doch dann hätte
der obere Rand mindestens Länge 9. Das ist ein Widerspruch im 8× 8 Schachbrett.
Mit den obigen Schritten konstruieren wir die einzig mögliche Kon�guration, sodass kein 6× 6
Quadrat in der Mitte existiert. Sollte nun a = 2 oder a = 7 sein, dann funktioniert bereits Schritt
(2) nicht. Das heiÿt, dass dort ein 2× 2 Quadrat erzwungen wird, denn man kann bei Koordinate
[1|8] bzw. [8|8] das Rechteck nur noch senkrecht legen.
Analog begründet man bei anderen Werten für a, dass obige Konstruktion nicht funktioniert.

• Bei a = 3 oder a = 6 folgt der Widerspruch in Schritt (4).

• Bei a = 4 oder a = 5 folgt der Widerspruch in Schritt (5).

Obige Konstruktion führt immer zum Widerspruch, also muss es ein 6× 6 Quadrat in der Mitte
geben, falls es kein 2× 2 Quadrat gibt. Doch in einem beliebigen 6× 6 Quadrat gibt es immer ein
2× 2 Quadrat. Wieso das gilt, wollen wir im Folgenden begründen.

O�ensichtlich ist in einer beliebigen Parkettierung eines 2× 2 Quadrates ein 2× 2 Quadrat. Es ist
leicht zu sehen, dass das obige Argument ebenso für ein 4× 4 Quadrat funktioniert. Also entweder
hat es ein 2× 2 Quadrat oder ein 2× 2 Quadrat in der Mitte. Es hat also immer ein 2× 2 Quadrat.
Natürlich funktioniert die obige Argumentation auch für ein 6× 6 Quadrat. Entweder gibt es ein
2× 2 Quadrat oder es gibt ein 4× 4 Quadrat in der Mitte. Doch wir haben bereits bewiesen, dass
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in jeder Parkettierung eines 4× 4 Quadrat ein 2× 2 Quadrat existiert. Damit existiert also auch
in jedem 6× 6 Quadrat ein 2× 2 Quadrat.

Also sind wir fertig. In diesem 8× 8 Schachbrett gibt es entweder ein 2× 2 Quadrat oder es gibt
ein 6× 6 Quadrat in der Mitte. Doch wir bewiesen bereits, dass es in jedem 6× 6 Quadrat ein
2× 2 Quadrat gibt, womit in jeder möglichen Parkettierung des 8× 8 Schachbrettes mindestens
ein 2× 2 Quadrat zu �nden ist. �

(c) Es genügt zu zeigen, dass jede Parkettierung eines 8× 8 Quadrates durch Züge in die folgende
Parkettierung abgebildet werden kann.

Abbildung 8: Endlage nach vielen Zügen

Das liegt daran, dass der Zug eine symmetrische Relation ist. Wenn aus einer bestimmten Par-
kettierung A eine andere Parkettierung B abgebildet werden kann, dann kann auch aus B die
Parkettierung A abgebildet werden. Man kehre bloÿ alle Schritte aus der ersten Abbildung um.
Also wollen wir zeigen, dass die obige besondere Parkettierung stets erreicht werden kann.

Betrachte den Beweis in (b). Dort zeigten wir: Wenn es kein 2× 2 Quadrat am Rand gibt, dann
gibt es ein mittiges 6× 6 Quadrat. Nach Kontraposition gilt dann auch Folgendes.

Wenn es kein mittiges 6× 6 Quadrat gibt, dann gibt es ein 2× 2 Quadrat am Rand.

Wenn es allerdings ein 2× 2 Quadrat am Rand gibt, dann können wir auf dieses Quadrat einen Zug
ausführen. O�ensichtlich wird die Anzahl der Quadrate am Rand pro Zug dann um 1 verringert.
Wir haben hier also eine Monovariante. Wenn ein Zug an Quadraten am Rand ausführen, wird
die Anzahl der 2× 2 Quadrate am Rand immer geringer. Irgendwann erreicht diese folglich 0. Wir
können also aus einer beliebigen Parkettierung ein mittiges 6× 6 Quadrat erzeugen. Doch

In 6× 6 Quadraten lässt sich durch den Zug alle möglichen Parkettierung erzeugen. (♣)

Folglich können wir durch den Zug Folgendes erzeugen.

Abbildung 9: Wir dürfen uns ein beliebiges mittiges Quadrat wünschen!

Dabei betrachten wir oBdA den obigen Rand. Beachte, dass der Rand eindeutig bestimmt ist,
nachdem man eine Ecke mit einem 1× 2 Rechteck belegt hat. Es gibt o�ensichtlich nur zwei Mög-
lichkeit, die aber symmetrisch zueinander sind. Beide Möglichkeiten können also analog behandelt
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werden. (Für die andere Möglichkeit nehmen wir das mittige Quadrate mit nur horizontalen Recht-
ecken.)
Es ist im obigen Beispiel leicht zu sehen, wie man über einer weiteren Kette an Zügen die am
Anfang besprochene Parkettierungen herstellen kann.

Wir wollen zeigen, dass (♣) tatsächlich gilt. Das gelingt uns ähnlich wie in (b). O�ensichtlich
lässt sich durch Züge alle möglichen Parkettierungen in einem 2× 2 Quadrat erzeugen. Es ist dann
leicht zu sehen, dass obiges Argument auf das 8× 8 Schachbrett auch auf das 4× 4 und das 6× 6
Schachbrett zutre�en. Also kann man tatsächlich durch Züge alle möglichen Parkettierungen in
einem 6× 6 Schachbrett erzeugen.

Damit ist alles gezeigt. �
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