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1 Aufgabe 1

Eine natiirliche Zahl m > 4 nennen wir Lésung, wenn es eine Moglichkeit gibt, von den Zahlen
1,2,3,...,m+ 1 eine zu streichen und die iibrigen so in einer Folge aq,ay,...,a, anzuordnen, dass
von den m Zahlen |ay —ay|, |ay — as|, ..., |am_1 — am|, |am — a1| keine zwei gleich sind. (Also gibt die
Aufgabenstellung vor, alle Losungen zu finden.)

Falls mm eine Losung ist, dann nennen wir eine solche Anordnung (wie oben) der Folgenglieder aq, 4y, . .., any
gut.

Weiter schreiben wir

dy = |ay —ay|, d;i=la;—a;| firallei=1,2,...,n—1.
Wir wollen zeigen: Genau die Zahlen n > 4 mit n = —1 oder n = 0 (mod 4) sind LSsungen.

Dafiir wollen wir zunichst einen Hilfssatz beweisen.

Lemma 1.1. Fiir alle n > 4 gilt: Wenn n eine Losung ist und die Zahlen gut angeordnet sind,
dann sind die n paarweise verschiedenen Zahlen dy,dy, ..., d, genau die Zahlen von (einschlieR-
lich) 1 bis n. In anderen Worten

{dl,dz,...,dn} = {1,2,...,?1}.

Beweis. Da die Zahlen aq,4as,...,a, paarweise verschieden und ganzzahlig sind, gilt |a; — aj| > 1 fiir
alle i # j mit 1 <1i,j < n. Gleichzeitig gilt nach Definition 1 < a; < n + 1. Sei oBdA a; > aj, dann
folgt
gl =g —qag. < _ : — 1 =
|lai —aj| = a; —a; < max ar 1r§nr1£na, (n+1)—1=n,
wenn wir den groBtmdglichen Folgenglied als Minuend und kleinstmdglichen Folgenglied als Subtrahend

wiahlen. Insgesamt gilt also
1 S |ai—aj| STI.

Dabei sind die Zahlen |a1 — ay|, |ap — a3],...,|ay—1 — an|, |an — a1] alle positive ganze Zahlen und
liegen zwischen (einschlieBlich) 1 und n. Da diese Zahlen allerdings paarweise verschieden sind, miissen
sie genau die Zahlen von 1 bis # sein. O

Jetzt kénnen wir beweisen, dass nur n mit der Form n = —1 oder n = 0 (mod 4) Lésungen sein
kdnnen. Wenn 7 eine Lésung und aq, 4o, ...,a, eine gute Anordnung ist, dann gilt nach Lemma

- n(n+1)
lag —ap| + |ax —az| + - + a1 — an| + |ay —a1| = Zk: — (%)
k=1
Die letzte Gleichheit folgt aus der GauR'schen Summenformel. Wir nutzen nun die Eigenschaft

la—bl=a—b (mod 2)
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fiir alle ganzen Zahlen a,b[f| So kénnen wir folgende Teleskopreihe betrachten

0= (a1 —a2) + (a2 —az) + -+ (ay_1 — an) + (an — a1)
= |ay —ag| + |ag —az| + - -+ |ay—1 — an| + |ay —a1| (mod 2).

Wenn wir dieses Ergebnis mit () kombinieren, dann sehen wir, dass auch n(n2+1) gerade sein muss,
also ist 2 | @ oder auch 3quivalent 4 | n(n+1). Da n und n + 1 aufeinander folgende Zahlen

sind, sind diese teilerfremd zueinander. Also gilt 4 | n oder 4 ] n + 1, was schlieRlich impliziert, dass
n=0oder n = —1 (mod 4) sein muss.

Nun muss noch bewiesen werden, dass alle n > 4 mit der Form n = —1 oder n = 0 (mod 4) auch
tatsichlich Lésungen sind. Zuerst konstruieren wir Lésungen fiir n = —1 (mod 4). Sei also n = 4k — 1
mit k > 2. Wir konstruieren die Folge wie folgt:

i fir1 <i<k,

=4k+1—1 firl<i<2k-1, i1 =
i P =ts f2i-1 {i+1 fiir k < i < 2k.

Fir die FoIgeE] gilt nun

e Fiir 1 <i < 2k—1istay; streng monoton fallend und somit ay, ay, ..., a4_» paarweise verschie-
den.

e Fiir 1 < i < 2k ist ap;_1 streng monoton wachsend und somit a1,as,...,a4_1 paarweise ver-
schieden.

Unter Nutzung der Monotonie gilt
Ayiq < g1 =2k+1<2k4+2=a4_,<ay

firl1<i<2kund1</¢<2k-—1.

Also sind die Mengen {a,44,...,a4¢_»} und {ay,as,..., a4 1} disjunkt. Das heiRt, dass insgesamt
ar,ay,...,04_1 paarweise verschieden sind. AuBerdem liefert die Definition noch die Beziehung

1<a; <4k fir 1<j<4k-1.

Dementsprechend kdnnen wir von den Zahlen 1,2,...,4k genau 4k — 1 Zahlen nehmen und diese nach
der hier definierten Folge anordnen. Wir zeigen, dass diese Anordnung gut ist.

Nach der Definition folgt dann

i—(4k+1—j)|=4k—-2j+1 firl<j<k

doi 1= lani 1 —ar:| =
* dajo1 = |mjo1 — oy {|(j+1)—(4k+1—j)|:4k—2j firk <j<2k—1
o dy 1= |ag 1 —m| =[2k+1) -1 =2k

Weiter gilt

(4k+1—)— (j+1)| =4k—2j  firl<j<k

2j = oz = @y {|(4k+1—j)—(j+2)|:4k—2j—1 firk<j<2k—1.

Mit diesen Berechnungen konnen wir leicht die Differenzen eindeutig bestimmen.

1Beweis. Es gilt entweder |[a —b| =a — b oder |a —b| = b —a. Im beiden Fillen ist | —b| =a —b (mod 2). O
2Zur Anschauung: Es gilt

ay =4k,as =4k —1,...,a49_,=2k+2
ap=1a3=2,..., 0001 =k ap1 =k+2,ap,3=k+3,..., 054 1 =2k+1
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In {daj_1:1 < j <k} sind genau die ungeraden Zahlen von 2k + 1 bis 4k — 1.

In {daj_1:k <j < 2k—1} sind genau die geraden Zahlen von 2 bis 2k — 2.

Es gllt d4k71 = 2k.

In {daj : 1 < j < k} sind genau die geraden Zahlen von 2k + 2 bis 4k — 2.
e In {dyj : k <j < 2k —1} sind genau die ungeraden Zahlen von 1 bis 2k — 1.

Zusammengefasst sind die Zahlen dq,d>, . .., d4_1 also genau die Zahlen von 1 bis 4k — 1. Das sind aber
jeweils genau 4k — 1 Zahlen, also gibt es eine Bijektion von {dy,dy, ..., dg_1} nach {1,2,...,4k—1}.
Somit sind die Zahlen dy,dy, . .., dy_1 paarweise verschieden. Demnach ist unsere Anordnung tatséch-
lich gut.

Also sind alle n > 4 mit n = —1 (mod 4) Ldsungen.

Fir n = 0 (mod 4) nutzen wir die Konstruktion von n = —1 (mod 4). Fiir n = 4 wahlen wir
(a1,a2,a3,a4) = (1,5, 3,4)E] Das ist eine gute Anordnung, also ist n = 4 eine LSsung.

Fir n > 8 setzen wir n = 4k mit k > 2 und wahlen

(C],Cz,.. '/C4k) = (ﬂl,az,.. .,a4k,1,4k—|— 1)

Dabei ist a1,ay, . ..,a4_1 genau die Folge, die wir oben definiert haben. Hier hingen wir ¢y = 4k + 1
an. Daesgiltay,ap,...,a5_1 < 4k und die Zahlen aq,ay, . .., ay._1 paarweise verschieden sind, kénnen
wir problemlos 4k 4+ 1 anhangen. Denn nun sind auch ¢y, ¢y, ..., cy paarweise verschieden und es gilt
€1,€2,...,C4c < 4k+1. Von den Zahlen 1,2,...,4k 4+ 1 kdnnen wir also 4k Zahlen auswdhlen und sie
in der Folge (c1,¢2,-..,c4) anordnen. Es geniigt zu zeigen, dass (cq, ¢z, . .., Cq4) eine gute Anordnung
Ist.

Wir definieren dhnlich wie oben
54]( = |C4k —C1|, 5,’ = |Ci _Ci+1| firallei=1,2,...,4k—1.

Nach Definition ist
5] = |{1/ —llj+1| = d] fur alle ] = 1,2,.. .,4k—2.

Weiter gilt aber
O—1 = |age—1 — (4k+1)[ = [(2k + 1) — (4k + 1) = 2k = dyg_1.

Also gilt insgesamt 6; = d; fiir alle j = 1,2,...,4k — 1. Oben haben wir gezeigt, dass die Zahlen
di1,dy, ..., d4_1 genau die Zahlen von 1 bis 4k — 1 erzeugen. Folglich erzeugen die Zahlen 1,07, . .., 041
auch die Zahlen von 1 bis 4k — 1 erzeugen. Da weiter gilt

Sge = |(4k+1) —ay| = |(4k + 1) — 1| = 4k,

erzeugen die Zahlen 61,9y, . . ., d4; tatsichlich die Zahlen von 1 bis 4k. Also sind 91, J5, . . ., 04 paarweise
verschieden und somit unsere Anordnung gut. Das heilit n = 4k ist eine Losung. Insbesondere sind also
allen >4 mit n =0 (mod 4) Lésungen.

Insgesamt haben wir gezeigt, dass fiir n > 4 genau die Zahlen mit
n=-1 (mod4) oder n=0 (mod 4)

Losungen sind.

3Nachrechnen gibt d; = 4,dy = 2,d3 = 1,dy = 3.
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2 Aufgabe 2

Die Antwort ist ja. Das zeigen wir im Folgenden.

Es seien die Eckpunkte des 35-Ecks mit A1, Ay, ..., Ass im mathematisch positiven Drehsinn bezeich-
net. Wir beweisen zunichst einen Hilfssatz.

Lemma 2.1. In einem konvexen reguldren 5-Eck sind 3 Ecken rot geférbt. Dann ist das Dreieck
mit den roten Ecken gleichschenklig.

Beweis. Wir zahlen die Anzahl der Seiten zwischen zwei Punkten A und B des Fiinfecks. Dabei fangen
wir bei A an und zéhlen entlang dem mathematisch positiven Drehsinn. Mit dist(A, B) bezeichnen wir
diese Zahl. Insbesondere gilt also

e Fiir A # B ist dist(A, B) eine positive ganze Zahl.
e Fiir vier Punkte Py, P,, P3, Py mit dist(Py, P,) = dist(Ps, Py) gilt auch |PyP,| = |P3Py].

Seien X,Y,Z die drei Ecken des 5-Ecks, die rot gefirbt sind. Dabei seien die Punkte X,Y,Z oBdA
im positiven mathematischen Drehsinn angeordnet. Angenommen, AXYZ wiére nicht gleichschenklig,
dann sind die Zahlen dist(X,Y), dist(Y, Z) und dist(Z, X) paarweise verschieden. Da diese auch noch
positive ganze Zahlen sind, ist die Summe mindestens die Summe der drei kleinsten positiven ganzen

Zahlen, also
dist(X,Y) +dist(Y,Z) +dist(Z,X) >1+2+3 =6.

Doch es gilt
dist(X,Y) +dist(Y, Z) 4+ dist(Z, X) =5,

weil genau das Fiinfeck einmal umrundet wird, denn nach Annahme sind X, Y, Z im positiven mathe-
matischen Drehsinn angeordnet. Die obigen zwei Relationen widersprechen sich allerdings, also muss
die Annahme falsch sein. Damit ist AXYZ gleichschenklig, womit das Lemma bewiesen ist. O

Wir teilen die 35 Punkte des Vielecks in die sieben 5-Tupel
(A1, Ag, A1s, A2z, Adg), (Aa, Ag, Ate, A2z, A3o), . . ., (A7, Ara, A1, Asg, Ass).

In dem k-ten Tupel (mit k =1,2,...,7) fangen wir mit der Ecke A} an und nehmen dann jeden siebten
Punkt. Wir haben also sieben Fiinfecke konstruiert. Nach Konstruktion sind also diese Fiinfecke alle
regelmaBig, denn zwischen zwei Eckpunkten - im positiven mathematischen Drehsinn - liegen genau 7
Seiten des regelmiBigen 35-Ecks.

Da 15 = 2-7 41 Punkte rot gefarbt werden, gibt es nach dem Schubfachprinzip ein Fiinfeck, in dem
mindestens drei Punkte rot gefarbt sind. Nach Lemma [2.1]ist dieses Dreieck gleichschenklig. Also gibt
es immer drei rote Ecke, die ein gleichschenkliges Dreieck bilden. Das war zu zeigen. (|
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3 Aufgabe 3

Wie gewohnt sei AABC ein Dreieck mit den Eigenschaften der Aufgabenstellung und dabei gelte fiir
die Seiten des Dreiecks |[BC| = a,|CA| =b,|AB| =c.

Es seien weiter U, V, W die Beriihrpunkte des Inkreises von AABC mit den Seiten [AB], [BC], [CA].
Da Tangentenabschnitte gleich lang sind, existieren positive reelle Zahlen derart, dass gilt

u=|WA|=|AU|, ov=|UB|=|BV|, w=|vC|=|CW|}
Es folgt also a = v+ w,b = w+ u und ¢ = 1 4+ v und damit insbesondere
a+b=3c <= (v+w)+(w+u)=3u+v) < w=u+vo.

Wir wollen zunichst zeigen, dass S # I gilt. Angenommen, es gelte doch S = I, dann ist die Winkelhal-
bierende Al gleichzeitig eine Seitenhalbierende und schneidet folglich Seite [BC] in ihrem Mittelpunkt
My. Nun ist aber My = AIN BC der Schnittpunkt der Winkelhalbierende AI mit BC, sodass nach
dem Satz iiber die Winkelhalbierende und mit u +v = w gilt

_|CMa| ) |CAl b wHu @ w+u

>1,

" |MaB|  |AB] ¢ u+vo w

da w,u > OEI Das liefert 1 > 1, Widerspruch. Also muss S # I gelten.

e N

h
BN
<
Ce--——-—-—--o-
g
o]

Nun wollen wir beweisen, dass SI senkrecht auf AB steht. Dazu betten wir die Figur in das kartesi-
sche Koordinatensystem ein. Wir skalieren die Achsen derart, dass |AB\ = ¢, also die Langeneinheiten
unseren Lingen 1 : 1 entsprechen. OBdA sei A = (0,0) und B = (c,0), das heift, wir legen AB auf
die x-Achse. Da zusatzlich |AU| = u gilt, folgt U = (u,0).

OBdA sei dazu die y-Koordinate von C positiv. Sei nun L der Lotfufpunkt von C auf Gerade AB.
Mit xp bezeichnen wir die x-Koordinate eines Punktes P. Da CL senkrecht auf AB, also der x-Achse,
steht, folgt x; = xc. Unser Ziel ist es xg zu finden. Dafiir bendtigen wir einige Lemmata.

4 Beweis zur Positivitit. Angenommen, eines dieser Tangentenabschnitte wire nicht-positiv. Dann muss die Linge 0
sein (wir arbeiten mit ungerichteten nicht-negativen Streckenldngen).
Angenommen u = |AU| = 0. Dann folgt, dass A der Beriihrpunkt des Inkreises mit AB ist. Somit steht IA senkrecht
auf AB. Insbesondere folgt ZBAI = 90°. Doch da AI die Winkelhalbierende von ZBAC ist, folgt

/BAC =2-/BAI =180°.

Ein Widerspruch, das Dreieck soll nicht entarten. Also u > 0. Analog v,w > 0. O
5In (1) nutzen wir den Satz iiber die Winkelhalbierende und in (2) die Beziehung u +v = w.
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Lemma 3.1. Es gilt |CL| = 2v2uv.

Beweis. Mit [AABC] bezeichnen wir die Fliche von AABC. Sei s = %b” = 1+ v+ w der Semi-
umfang von AABC. Dann gilt nach Heron

[AABC] = \/s(s —a)(s—=b)(s—c) = \/(u + v+ w)uvw = \/(Zw)uvw = wv2uv.
Dabei haben wir u + v = w verwendet. Doch genauso gilt

1

[AABC] = c-d(C,AB) = !

(u+0)-|CL| = S |CL|.

NI~

Gleichsetzen liefert ,
wvV2uv = Sw- ICL| <= |CL| = 2V 2uv.

Beachte, dass wir w wegen w > 0 streichen diirfen. O

Lemma 3.2. Sei « = ZBAC, dann gilt

2u—1v wenn & < 90°,
2u—9v| =40 wenn & = 90°,
v—2u wenn & > 90°.

Beweis. Fiir den Beweis benutzen wir den Cosinussatz. So gilt dann

b? + ¢ — 42

a? = b? 4+ % —2bc-cosa <= cosa =
2bc

Weiter gilt

(w+u)® + (u+0)> — (v +w)?
2bc
20?4 2wu + 2uv — 20w
o 2bc
() u?+ (u+0)u+wuv—o(u+0)
o be
_2u? + uv — 0?
a be
(2u —v)(u +v)
bc

In (%) haben wir 1 + v = w benutzt. Beachte, dass bc > 0 und u + v > 0 gilt, das Vorzeichen auf der
rechten Seite hdngt also blo von 2u — v ab. Damit kdnnen wir die einzelnen Fille abarbeiten.

e Wenn & < 90°, dann ist cosa > 0 und damit 2u — v > 0 bzw. |2u — v| = 2u — v.
e Wenn & =90°, dann ist cosa = 0 und damit 2u — v = 0 bzw. |2u —v| = 0.
e Wenn a > 90°, dann ist cosa < 0 und damit 2u — v < 0 bzw. |2u —v| = v — 2u.

Das sind alle Fille fiir einen Winkel 0° < & < 180° des Dreiecks AABC. O
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Lemma 3.3. Es gilt xg = *At3pHec

Beweis. Wir nutzen Vektorenrechnung. Sei Mc der Mittelpunkt von [AB], dann gilt

S=A+(MZ-A)+(S-M)
= A+ AM¢C + Mc$

@ = A_B> McC

= A+ 5+

@ B-A C-448
SA+——+——

1 1\~ 1 1\ 1>
—(1‘5‘6>A+(§‘5>B+§C
_A+B+C
N 3

Dabei haben wir genutzt, dass

e in (1): Der Schwerpunkt S teilt die Seitenhalbierende [CMc] im |McS| = |McC|. Natiirlich
teilt der Mittelpunkt Mc die Strecke [AB] in |[AMc| = 3| AB|. Aus diesen Beziehungen folgt

AMC = EAB und Mcs = gMCC.

e in (2): Esgilt]\TE:Z—}—AMc:Z—i—% :X—i—B—EA = AZLB und somit
MG C-Mg C-45E
3 3 N 3
Aus der Gleichung S = A+BEC folgt unmittelbar die Behauptung. O
C
S
A Mc B

Das waren alle Lemmata, die wir brauchen.
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Mit Pythagoras wollen wir x; berechnen.
Dazu betrachten wir das rechtwinklige Dreieck AACL mit Hypotenuse [AC]. Wir nutzen die Bezie-

hungen |AC| = w+ u und |CL| = 2+/2uv nach Lemma . Es gilt dann
AL = |AC? — |CL]?
= (w+u)® - (2v2uv)?
= w? + 2wu + u? — 8uv

(ﬁ)w +0)2 4+ 2(u+v)u + u? — 8uv

= 1?4 2uv + v* + 2u® + 2uv + u* — 8uv
= 4u® — duv + v?
= (2u —v)%
und somit |AL| = |2u —v|, da |AL| > 0. In () haben wir wieder w = u + v verwendet.

Wir betrachten drei Fille. Beachte, dass wieder 0° < a0 < 180° gilt.

Fall 1: Wenn & < 90°, liegt C im ersten Quadranten, da wir ohne Einschridnkung angenommen haben,
dass die y-Koordinate von C positiv ist. Also x; = xc > 0. Nach Lemma [3.2]gilt [AL| = 2u — v und
dementsprechend xc = x; = 2u — v.

Fall 2: Wenn a = 90°, dann ist xc = 0. Doch 2u — v = 0 nach Lemma [3.2] also xc = 2u — v.

Fall 3: Wenn a > 90°, liegt C im vierten Quadranten, da wir ohne Einschrdnkung angenommen haben,
dass die y-Koordinate von C positiv ist. Also x; = xc < 0. Nach Lemma [3.2]gilt [AL| = v —2u und
dementsprechend x¢c = x; = — (v — 2u) = 2u — .

In allen moglichen Fillen gilt also xc = 2u — v. Mit Lemma [3.3] erhalten wir

xa+xp+xc 0+ (u+0)+ (2u—0)

Aber es gilt x;; = u. Auch gilt x; = u, da U der Beriihrpunkt der Tangente AB am Inkreis ist und
somit IU senkrecht auf der x-Achse AB steht. Da nun aber S die gleiche x-Koordinate hat, liegt S auf
der Geraden IU, welche senkrecht auf AB steht und somit steht insbesondere IS senkrecht auf AB,
womit wir fertig sind. O

Addendum: Wir geben eine kurze Lésungsskizze an, mit der man Koordinaten vermeiden kann. Dazu fiihren
wir eine zentrische Streckung am Mittelpunkt M von Seite [AB] aus. So wird dann AUM¢S auf ALMcC
abgebildet. Mit den vielen bekannten Langen von obigen Lemmata kdnnen wir

IMcA| _ 1 _ |McS]|

IMcL| 3 [McC|

zeigen. Damit folgt die zentrische Streckung und somit die Parallelitdt von SU zu CL. Damit wéren wir fertig.
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4 Aufgabe 4

Es geniigt zu beweisen, dass es unendlich viele Tripel aufeinander folgender Zahlen gibt, die alle hei-
nersch sind. Wir wollen zeigen, dass es unendlich viele positive ganze Zahlen x derart gibt, dass die drei
aufeinander folgende Zahlen x2, x2 + 1, x2 + 2 alle heinersch sind. Dafiir benétigen wir einen Hilfssatz.

Lemma 4.1 (aus [1]). Fir alle reellen Zahlen ¢ gilt

(98 —1)" + (9¢ —3t)° = (o) - 1.

Beweis. Es handelt sich um eine algebraische Identitit. Wir nutzen (a +b)® = a3 + 3a%b + 3ab® + b>.
Dann folgt

3
(98 —1)" = 3% — 3% + 3% —1
und 3 3
(9t* —3t)" = (9¢*)" — 37 + 3%° — 3%¢.
Aufsummieren liefert die Behauptung. O

Es ist leicht zu sehen, dass x2 +1 = x2 + 13 heinersch ist. Wir miissen also Zahlen x derart finden,
dass x%2 und x% + 2 beide auch heinersch sind. In anderen Worten suchen wir x, sodass es positive
ganze Zahlen a, b, c,d gibt, die das Gleichungssystem

P42=a®+1 (1)
= +d (In)

erfiillen. Solche Zahlen konstruieren wir nun.

Gleichung (1): Sei b > 1 eine ungerade ganze Zahl. Wi3hle x = bST_l unda =x—1.Dab>1

. . . . . 3_
ungerade ist, ist x nach Konstruktion auch positiv und ganzzahlig. Ferner gilt dann x > 32—1 > 2,
also ist auch a eine positive ganze Zahl. Es gilt laut Konstruktion

xz—aZ:xz—(x—1)2:2x—1:(b3—1>—1:b3—2 — x242=a2+1.

Gleichung (1) ist also erfiillt! Dabei sind x,a,b auch positive ganze Zahlen wie gefordert. Also ist fiir

alle ungeraden ganzen Zahlen b > 1 das Tripel (a,b,x) = (b32_3,b,b37_1) eine Lésung zu Gleichung

(1.
-1

Gleichung (I): Wir setzen x = 5= mit ungeradem positiven ganzen b > 1. Unser Ziel ist es fiir ein

solches x auch positive ganze Zahlen c,d zu finden, die Gleichung (1) erfiillen. Wenn wir x = 1’32—’1

einsetzen, dann gilt

3 1\?2 3_ 3 _
(b 5 1> 2= = (b 5 1—c> (b 5 1+c>—d3.

Wir wollen positive ganze Zahlen b, c derart finden, dass beide Faktoren auf der linken Seite positive
Kuben sind. Denn dann ist auch das Produkt eine positive Kube, womit es dann auch ein d gibt, welches
die Gleichung erfiillt. Demnach geniigt es positive ganze Zahlen b, ¢ zu finden, sodass es positive ganze
Zahlen m, n gibt, welche das Gleichungssystem

B3 —1
m3: 5 —C
B -1

3 _
n’ = 5 +c
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erfiillen. (Dann gibt es ein d, welches Gleichung (I1) erfiillt, denn wir missen nur d = mn setzen.) Es
geniigt Zahlen b, ¢ zu finden, sodass

m+n® =1 —1 (i)
{n3 —m® =2¢c (i)

gilt. Wir zeigen, dass es hinreichend ist, Losungen fiir diese Gleichungen zu finden. Wenn (i) und (ii)
gelten, dann gilt

e nach Addition 213 = b3 —1+42¢ «— n® = 1,3% +c

e nach Subtraktion 2m® = b3 — 1 —2¢c <= m® = 1737_1 —c
Das heift also: Wenn wir m, n, b, ¢ gefunden haben, die (i) und (ii) erfiillen, dann erfiillen diese Zahlen
auch das vorherige Gleichungssystem, womit es tatsachlich hinreichend ist, Lésungen fiir (i) und (ii)
zu finden.

Gleichung (i): Wir setzen b = 9t m =93 —1,n = 9t* — 3t mit ungeradem t > 1. Nach Konstruktion
sind b, m, n positive ganze Zahlen. Nach Lemma [4.1] gilt

m+nd =0 —1.

Also ist Gleichung (i) mit dem Tripel (b, m,n) = (9t*,9£3 —1,9t* — 3t) fiir alle ungeraden positiven
ganzen Zahlen t > 1 erfiillt.

Gleichung (ii): Wir setzen ¢ = # Wir benutzen weiter die obige Definition fiir m, n. Da wir t > 1

als ungerade definiert haben, sind m und 1 beide gerade. Das heift, n3 — m3 ist auch gerade und damit

33 : . B .
M ganzzahlig. Nun gilt auch n > m[°| Also folgt auch 7% > m3 und somit 5= > 0. Die Probe

bestitigt, dass fiir alle m,n durch ¢ = % Ems die Gleichung (ii) erfiillt ist.

Fiir alle ungeraden positiven ganzen Zahlen ¢ haben wir also positive ganze Zahlen m, n, b, c gefunden,
die (i) und (ii) erfiillen und damit positive ganze Zahlen x,c,d, die Gleichung (Il) erfiillen.

Insbesondere ist auch b = 9t* laut Konstruktion ungerade, sodass wir dieses b fiir unsere Konstruktion
o iy : N _ o)1

in Gleichung (I) benutzen kdnnen. Das heilt also, dass es fiir alle x = ’332—1 = % positive ganze
Zahlen a,b, ¢, d gibt, welche (I) und (Il) erfiillen.

Die Funktion ¢ : {3,5,7,...} — Z~( mit

3
9t4)” —1
o =x= L1
ist streng monoton wachsend. Wir kénnen also & iiber {3,5,7, ...} laufen lassen, womit wir unendlich
viele Zahlen x generieren, sodass x2, x2 + 1, x2 4 2 alle heinersch sind und sind fertig. O
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Aus dem Artikel stammt die Identitdt (9t3 — 1)3 + (9t4 — 3t)3 = (9t4)3 —1 aus Lemma

5 Beweis. Es geniigt die dquivalente Ungleichung 9t — 9t% > 3t — 1 zu zeigen. Das folgt mit t > 3 aus der Unglei-
chungskette
9t — 9P =98 (t—1)> 9P - 1=9% >3 >3t - 1.
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