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1 Allgemeines

Die Landesrunde fand vom 24.02.2017 bis 26.02.2017 in Würzburg statt. Ich nahm in der Konkurrenz
der 12. Jahrgangsstufe teil, es sollte sich also um meine letzte Mathematik-Olympiade handeln. Mein
Ziel? Eine Goldmedaille. Hier eine sehr knappe Analyse meiner Gedanken während des Wettbewerbs.

2 Der Wettbewerb

2.1 Februar 24, 2017 - Tag 1

2.1.1 Die Klausur

Die erste Klausur war auf jeden Fall die Schwierigere der beiden Klausuren.

561231) Man bestimme alle reellen Zahlen x, die die Gleichung

x5 + x4 + x3 + x2 = x + 1

erfüllen.

561232) Drei Kreise k1, k2 und k3 gehen durch die Punkte A und B. Durch den Punkt A gehe
eine Sekante, die die Kreise k1, k2 und k3 in den weiteren Punkten C, D beziehungsweise
E schneidet. Man beweise, dass das Verhältnis |CD| : |DE| unabhängig von der Wahl der
Sekante ist.

561233) Man bestimme die kleinste Primzahl, die sich nicht in der Form
∣∣∣2a − 3b

∣∣∣ mit nichtnegativen

ganzen Zahlen a und b darstellen lässt.

1



Qi Zhu Landesrunde 2017

2.1.2 Aufgabe 561231 - Hässliche Doppelwurzeln

Die Einstiegsalgebraaufgabe wie immer. Die linke Seite der gegebenen Gleichung erinnert mich sofort
an eine bekannte Faktorisierung

x6 − 1 = (x− 1)
Ä

x5 + x4 + x3 + x2 + x + 1
ä

,

welche man auch direkt mit der geometrischen Reihe herleiten kann. Das motiviert also auf beiden
Seiten x + 1 zu addieren und anschlieÿend die Gleichung mit (x − 1) 6= 0 zu multiplizieren. Das
Ergebnis ist

x6 − 2x2 + 1 = 0.

Mit t = x2 erhalten wir die kubische Gleichung

t3 − 2t + 1 = 0

und da wir mit der Multiplikation mit x− 1 die Lösung x = 1 erzeugt haben, löst t = 1 obige Gleichung.
Über Polynomdivision lässt sich faktorisieren, sodass

(t− 1)(t2 + t− 1) = 0

folgt. Also t = 1 oder t = −1±
√

5
2 . Wieder in t = x2 einsetzen und den Nachweis der Äquivalenzum-

formungen beendet die Aufgabe. Erster Ansatz hat also gut funktioniert! War ja auch die Einstiegs-
aufgaben. Nur bin ich mir nicht sicher, ob die Korrektoren die Doppelwurzeln mögen werden, also ob
eine bessere Darstellung zu �nden ist.

2.1.3 Aufgabe 561232 - Spiral Similarity

Mein erster Versuch war über Potenzsatz die Werte |CD| und |DE| auf gewisser Weise zu �xen, so
kann man |ED| · |EA| = Powk3(E) und |CA| · |CD| = Powk2(C) und ähnliche Gleichungen aufstellen.
Doch so war es schwierig das Verhältnis mit einem anderen o�ensichtlich konstanten Verhältnis zu
vergleichen. Insbesondere sind die Potenzwerte zu beliebig.

Meine nächste Idee war es also durch A bzw. durch B zu invertieren, da drei Kreise sich in diesen
Punkten schneiden. Die Idee war hierdurch ähnlich zum Beweis von Ptolemäus durch der Inversi-
onsabstandsformel die Abstände nach der Inversion zu bestimmen und durch die Inversionsabbildung
o�ensichtliche Zusammenhänge zu erkennen. Doch diese waren nicht sofort zu sehen. Immer kam ich
auf ähnliche Ergebnisse wie im ersten Versuch. Bald würde ich also auch diesen Ansatz verwerfen.

Wieso legen wir nicht einfach noch eine Sekante durch A? Nenne die Schnittpunkte also sinnvoll
C1, D1, E1 und C2, D2, E2 für beide Sekanten.
Das erscheint nach einer guten Idee zu klingen, vor allem, weil hier gleiche Winkeln durch Winkeljagd
zu erkennen sind. Mit ein wenig mühsamer Winkeljagd beweise ich einige Ähnlichkeiten. In der Klausur
merkte ich nicht, dass A das Drehstreckzentrum war, das die Abbildungen

4C1D1B→ 4C2D2B
4D1E1B→ 4D2E2B

durchführt. Also
C1D1B ∼ 4C2D2B und 4D1E1B ∼ 4D2E2B

Daraus folgt schnell
[|C1D1|
|C2D2|

=
|BD1|
|BD2|

=
|D1E1|
|D2E2|

,

also |C1D1|
|D1E1|

= |C2D2|
|D2E2|

, womit wir fertig sind. Eigentlich ganz schön!
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Abbildung 1: Eigentlich nur das Spiral Similarity Lemma mit B als Drehstreckzentrum

2.1.4 Aufgabe 561233 - Fast 42

Das Problem bei dieser Aufgabe ist, dass man nicht weiÿ, welches die Primzahl ist, die gesucht ist. Als
ersten Schritt schreibe ich mir eine Liste an Zweier und Dreier-Potenzen auf.

2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, . . .
3, 9, 27, 81, 243, 729, 2187, . . .

Schnell fand ich Darstellungen für die Primzahlen bis 23. Nach einer Weile �nde ich auch einen Beweis
für 29. Doch beim Ausformulieren �el mir eine Lücke auf. Tatsächlich lässt sich 29 auch darstellen. Für
31 �nde ich allerdings dann einen tollen Beweis! Aber... Auch eine Lücke. Schlieÿlich ging es dann um
die 41. Für die Primzahlen kleiner als 41 lassen sich Darstellungen �nden.

2 =
∣∣∣20 − 31

∣∣∣
3 =

∣∣∣22 − 30
∣∣∣

5 =
∣∣∣22 − 32

∣∣∣
7 =

∣∣∣21 − 32
∣∣∣

11 =
∣∣∣24 − 33

∣∣∣
13 =

∣∣∣28 − 35
∣∣∣

17 =
∣∣∣26 − 34

∣∣∣
19 =

∣∣∣23 − 33
∣∣∣

23 =
∣∣∣22 − 33

∣∣∣
29 =

∣∣∣25 − 31
∣∣∣

31 =
∣∣∣25 − 30

∣∣∣
37 =

∣∣∣26 − 33
∣∣∣
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Die Potenzen motivieren Modulobetrachtungen. Viel Modulo-Bashing. Zuerst will ich also a, b ≥ 2
beweisen, um e�ektiv modulo 9 und modulo 4 prüfen zu können. Genau hier zer�elen meine Beweise
für 29 und 31. Der Nachweis dafür ist trivial, man muss nur kleine Werte durchprobieren, sonst wird
die Di�erenz zu groÿ. Ebenso nerven die Betragsstriche, ich mache hier viele logische Fehler, bis mir
dann schlieÿlich au�ällt, was man bei solchen Beträgen macht. Fallunterscheidung!

Fall 1: 3b ≥ 2a

Also 41 = 3b− 2a ist zu betrachten. Modulo 9 liefert a ≡ 2 (mod 6). Modulo 4 liefert b ≡ 0 (mod 2).
Hier könnte man nun mit der binomischen Formel abschlieÿen, aus Zeitdrucksgründen erkannte ich das
nicht, obwohl ich diese Idee in eines meiner vorherigen Fakesolves bereits verwendet habe.
Aus a ≡ 2 (mod 6) folgt 2a ≡ 4 (mod 7), womit schlieÿlich 3b ≡ 3 (mod 7) folgt. Doch das
impliziert b ≡ 1 (mod 6), ein Widerspruch zu b ≡ 0 (mod 2).

Fall 2: 2a ≥ 3b

Also 41 = 2a − 3b ist zu betrachten. Modulo 9 liefert a ≡ 5 (mod 6), womit modulo 7 dann b ≡ 5
(mod 6) liefert. Das gibt 3b ≡ 9 (mod 13), was dann wiederum 2a ≡ 11 (mod 13) liefert. Doch das
impliziert a ≡ 7 (mod 12), ein Widerspruch zu a ≡ 5 (mod 6).

Fertig. Noch 1 Minute bis Abgabe. Puuuh.

(*) Was motiviert in Fall 2 die Betrachtung von modulo 13? Naja, wir haben im Grunde genommen
ganz viel Information über Modulo 6, da a ≡ b ≡ 5 (mod 6) bekannt ist. Also wollen wir ein Modul,
das periodisch modulo 6 ist. Das heiÿt wiederum, wir wollen z.B.

36 ≡ 30 (mod m) =⇒ 728 ≡ 0 (mod m).

Da 728 = 23 · 7 · 13 und wir 8 bzw. 7 bereits betrachtet haben, bleibt die 13. Denn in modulo 13 sind
nun 3-er Potenzen 6-periodisch, womit b ≡ 5 (mod 6) viel aussagt.
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2.2 Februar 25, 2017 - Tag 2

2.2.1 Die Klausur

Eigentlich hat jeder eine Kombinatorikaufgabe antizipiert, da in der ersten Klausur keine drankam.
Doch auch hier gibt es keine davon. Stattdessen gibt es hässliche Rechenaufgaben.

561234) Man ermittle die kleinste positive ganze Zahl n, die durch 100 teilbar ist und (einschlieÿlich
der Zahlen 1 und n) genau 100 Teiler besitzt.

561235) In einem rechtwinkligen Dreieck bezeichne r den Inkreisradius, sa und sb seien die Längen
der Seitenhalbierenden der Katheten a und b.

Man beweise, dass dann stets die Ungleichung

r2

s2
a + s2

b
≤ 3− 2

√
2

5

gilt.

561236) Man bestimme alle Paare (x, y) reeller Zahlen, die das Gleichungssystem

x ·
»

1− y2 =
1
4
(
√

3 + 1),

y ·
√

1− x2 =
1
4
(
√

3− 1)

erfüllen.

2.2.2 Aufgabe 561234 - Die τ-Funktion

Wieder mal triviale erste Aufgabe. Für die kanonische Darstellung n = pe1
1 pe2

2 . . . pek
k hat n genau

τ(n) = (e1 + 1)(e2 + 1) . . . (ek + 1)

Teiler. Folgt unmittelbar aus dem Zählprinzip. Es genügt also die kleinsten Primzahlen zu nehmen und
in Fällen durchzutesten. Viele verschiedene Primzahlen können es schlieÿlich gar nicht sein, da 100 | n
und τ(n) = 100 nach Voraussetzung. Man kommt letztendlich auf 162000. Nur ziemlich hässlich zum
Aufschreiben.

2.2.3 Aufgabe 561235 - Lemma über Inkreis- und Ankreismittelpunkt

Erstmal sollten wir die Seitenhalbierenden in den Dreiecksseiten ausdrücken. Ich weiÿ, dass das mit
Stewart auf jeden Fall problemlos geht, doch Stewart kann ich nicht auswendig. Allerdings weiÿ ich auch,
dass man Stewart mit dem Kosinussatz herleiten kann. So mache ich das mit den Seitenhalbierenden
und komme auf

s2
a =

2b2 + 2c2 − a2

4
und s2

b =
2a2 + 2c2 − b2

4
.

Na gut, ich hatte durchgehend einen Fehler, nämlich statt dem − immer ein + und merkte den Fehler
erst beim Aufschreiben. Nach der Klausur fällt mir auch auf, dass das auch einfach über Pythagoras
geht. Wow. Daraus folgt also

s2
a + s2

b =
5
4

c2.

Nun gilt mit bekannten Flächenformeln

rs =
1
2

ab ⇐⇒ r =
ab

a + b + c
.
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Nun genügt es ho�entlich, das Teil durchzurechnen. Mit AM-GM oder so. Aber die Zahlen waren zu
hässlich, ich hatte wenig Lust, viel auszumultiplizieren. Hm. Vielleicht über Ravi-Substitution. Vor al-
lem, weil eines der Tangentenabschnitte dann auch r ist. Das hilft aber auch nicht weiter. Vielleicht
fehlen noch weitere Betrachtungen, dass das Dreieck rechtwinklig ist? Gleichheit müsste wahrscheinlich
für Gleichschenkligkeit gelten. Doch auch hier muss man noch ein bisschen rechnen. Eventuell lässt
sich beweisen, dass Gleichheit wirklich erst bei Gleichschenkligkeit auftritt? Also ein ähnlicher Ansatz
wie gestern, wo man zweimal einen betrachteten Punkt an verschiedenen Stellen aufzeichnet? Sowas
klappt aber bei Ungleichungen eigentlich fast nie. Auÿer bei sowas wie Lemma über Intervallendpunkte
und Ähnlichem. Egal, mir fällt nichts Anderes ein und Durchrechnen macht keinen Spaÿ.

Fixiere c und seien C und CS zwei verschiedene Punkte auf der selben Seite bzgl. AB auf dem Thales-
kreis, sodass 4ABCS gleichschenklig ist. Wir wollen zeigen, dass der Inkreisradius in 4ABCS gröÿer
ist.

Na gut, äquivalent können wir |CI| < |CS IS| betrachten, wobei I und IS die entsprechenden Inkreismit-
telpunkte sind. Sei S der Südpol gegebenüber von C. Betrachte nun 4SCSC. Aha! Nach dem Lemma
über Inkreis- und Ankreismittelpunkt liegen die Punkte A, B, IS, I auf einen Kreis mit Mittelpunkt S,
also gilt |SI| = |SIS|. Auÿerdem gilt CI ∩ CS IS = S nach dem Südpolsatz. Aber 4SCSC ist recht-
winklig!

A B

C

I

S

IS

CS

Abbildung 2: Ungleichung folgt aus Lemma über Inkreis- und Ankreismittelpunkt

Es folgt
|CSS| > |CS| =⇒ |CS IS| > |CI|,

womit wir fertig sind!

Das heiÿt aber, wir können den Gleichschenkligkeitsfall in der Aufgabe betrachten und somit alles
problemlos in Abhängigkeit von a ausdrücken und nur noch ein bisschen rechnen. Und wir sind uns
sicher, dass es hier klappen muss, da es ein Polynom in a ist.

Anscheinend lieÿ sich das Ding doch mit AM-GM durchrechnen, vielleicht habe ich es aufgrund des
Rechenfehlers für sa, sb nicht gesehen, doch ich bin trotzdem froh, meine Lösung gefunden zu haben.
Ungefähr wie oben beweist man übrigens die Einstiegsgeometrieaufgabe der IMO 2006.
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2.2.4 Aufgabe 561236 - Triviales Gleichungssystem?

Eigentlich dachte ich, diese Aufgabe muss richtig schwer sein. Aufgabe 6 als Gleichungssystem. Es sieht
auch ein wenig nach trigonometrischer Substitution aus. Doch nach meinem ersten Ansatz wird bereits
klar: Die Aufgabe ist trivial und nur viel Rechnen. Ich bin enttäuscht. Aus der zweiten Gleichung folgt

y =

√
3− 1

4 ·
√

1− x2
.

Wenn wir das in die ersten Gleichung einsetzen, ergibt sich

x ·

Ã
1−

Ä√
3− 1

ä2

16 · (1− x2)
=

1
4

Ä√
3 + 1

ä
.

Wenn wir das quadrieren, ergibt sich eine biquadratische Gleichung in x, womit wir nach Rechnen fertig
sind. Die Lösungen sind

(x, y) =

Ç√
2

2
,

√
6−
√

2
4

å
,

Ö 
1
2
+

√
3

4
,

√
3− 1

4
√

1
2 −

√
3

4

è
.

So viel zu hässlichen Doppelquadraten gestern und schönen Aufgaben allgemein... Immerhin bin ich
fertig.

3 Fazit

Irgendwie komme ich am Ende auf 34 von 40 Punkten bei einer Verteilung von 4/5/7/5/7/6, viele
Abzüge halte ich für unverständlich. Es hätte genau so gut 39 oder 40 werden können. Somit kam
heraus, dass ich nur noch ganz knapp Silber bekam - Bronze war eigentlich sehr realistisch - und ich
nicht mal mehr nach Pleinfeld darf. Irgendwie nicht so gut. Von der Leistung her ist es meiner Meinung
nach aber trotzdem meine beste Performance bisher.

Auÿerdem erhielt ich für einen Sonderpreis für eine besonders elegante Lösung für Aufgabe 561235.
War ja auch eine geile Lösung!
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