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Aufgabe 1

Wir behaupten, dass Amelie immer gewinnt. Dafiir nutzen wir fiir Amelie folgende L&sungsstrategie.
1. Im ersten Zug entfernt Amelie die Zahl 2017.

2. In jedem weiteren Zug von Amelie spielt sie wie folgt: Wenn Boris im vorherigen Zug eine Zahl n
entfernt hat, dann entfernt Amelie eine beliebige Zahl m mit der Eigenschaft m = —n (mod 8).

Wir wollen nun zeigen, dass diese Strategie tatsichlich den Sieg von Amelie versichert. Auferdem
beweisen wir, dass Amelies Schritte alle moglich sind.

Nach dem ersten - offensichtlich legitimen , da 2017 auf der Tafel steht - Zug von Amelie, ist nach der
GauRschen Summenformel die Summe der Zahlen auf der Tafel

2016
1+2+3+~--+2016:Zi
i=1

~ 2016-2017
S

Nun gilt aber 8 | 20162&. Wir wollen zeigen, dass Amelie erreicht, dass die Summe nach ihren Ziigen
modulo 8 invariant bleibt und somit nach ihren Ziigen immer durch 8 teilbar ist.

Auf der Tafel stehen nach dem ersten Zug die Zahlen
1,2,3,4,5,...,2016.
Da 2016 = 8 - 252, stehen alle Reste modulo 8 genau 252 mal auf der Tafel. Insbesondere gilt

e Fiir Zahlen m mit der Eigenschaft m = —m (mod 8):
Das sind die Zahlen 2m = 0 (mod 8), also m = 0 oder m = 4. Es gibt eine gerade Anzahl an
diesen Resten auf der Tafel.

e Fiir die restlichen Zahlen m mit der Eigenschaft m # —m (mod 8):
Hier stehen die Reste m und —m (mod 8) gleich oft auf der Tafel - ndmlich 252 mal.

Wir betrachten beide Fille.

Fall 1: Zahlen mit der Eigenschaft m = —m (mod 8)

Genau dann, wenn Boris 0 bzw. 4 entfernt, entfernt Amelie nach Strategie 0 bzw. 4. Also wird, wenn
Boris 0 oder 4 entfernt, nach Amelies Zug diese entfernte Zahl genau zweimal von der Tafel gewischt
worden sein. Damit bleibt die Anzahl der Zahlen 0 bzw. 4 auf der Tafel stets gerade.

Fall 2: Die restlichen Zahlen m # —m (mod 8)

Genau dann, wenn Boris eine Zahl m # 0,4 (mod 8) entfernt, entfernt Amelie nach Strategie das
dazugehodrige —m. Da die Gegenzahl von m des Restklassenrings Z /87 eindeutig ist, kommen also
die Reste (1,7),(2,6),(3,5) immer in Paaren. Dann und nur dann, wenn eines Zahl eines der Paare
von Boris entfernt wird, wird die dazugehdrige Zahl in dem Paar von Amelie entfernt. Insbesondere

bleibt also die Anzahl der Zahlen mit Rest m genauso groBR wie die Anzahl der Zahlen mit Rest —m
firm=1,2,3,5,6,7.
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Deshalb kann Amelie tatsichlich immer Schritt 2 durchfiihren:

e Wahlt Boris eine Zahl m mit m = —m (mod 8), so gibt es mindestens eine weitere Zahl k
mit der Eigenschaft k = m = —m (mod 8), da es vor Boris' Zug noch eine gerade Anzahl an
solchen Zahlen gab.

e Wiahlt Boris eine Zahl m mit m # —m (mod 8), so gibt es mindestens eine Zahl k mit der
Eigenschaft k = —m (mod 8), denn vor Boris’ Zug war die Anzahl der Zahlen mit Rest m und
—m (mod 8) gleich.

Dadurch, dass immer m und —m entfernt wird, wird in diesen zwei Ziigen immer ein Vielfaches von 8
entfernt. Also bleibt die Summe der Zahlen auf der Tafel nach einem Zug Amelies, und damit vor dem
Zug von Boris, modulo 8 invariant und folglich immer durch 8 teilbar.

Da urspriinglich eine ungerade Anzahl an Zahlen auf der Tafel stand und Amelie beginnt, hat sie den
letzten Zug. Insbesondere bleibt also die Summe der Zahlen auf der Tafel auch am Spielende durch 8
teilbar. Amelie gewinnt also auf diese Weise sicher.
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Aufgabe 2

Wir zeigen, dass ein 2017-Eck hochstens 1345 spitze Innenwinkeln haben kann.

Zuerst zeigen wir, dass es nicht mehr als 1345 spitze Innenwinkeln haben kann. Sei dazu w die Anzahl
der spitzen Winkeln in diesem Vieleck, S die Summe der spitzen Winkeln und S die Summe der nicht-
spitzen Winkeln. Die Innenwinkelsumme eines 2017-Ecks ist (2017 — 2) - 180° = 2015 - 180°. Nun
gilt
o= 2
360° - (2017 —w) > S =2015-180° — S > 2015 -180° — 90° - w.

Dabei gilt (1), da es 2017 — w nicht-spitze Winkeln gibt und das Supremum der nicht-spitzen Winkeln
360° ist. Genauso gilt (2), denn es gibt w spitze Winkeln und das Supremum der spitzen Winkeln ist
90°.

Aus der Ungleichungskette folgt 363420 > 270w oder dquivalent 1346 > w, was zu zeigen war.

Es bleibt zu zeigen, dass es ein 2017-Eck gibt, welches genau 1345 spitze Innenwinkeln hat. Wir wollen
ein solches Vieleck konstruieren. Betrachte ein regelmaBiges 1342-Eck E{EyEj...Eq34. Betrachte
aulerdem folgendes Viereck y.

AN

~N A

Abbildung 1: Sei « = 90,1° und B = 89,9°.

Wir nehmen nun die 671 aufeinanderfolgende Kanten [E1E;], [E2E3], - . ., [Ee71E¢72] des 1342-Ecks und
setzen auf diese Kanten jeweils das Viereck x auf, sodass die die Scheiteln der stumpfen Winkeln von
x auf den Ecken des 1342-Ecks liegen.

AN

Abbildung 2: Das Sechseck soll ein 1342-Eck reprasentieren.

Entferne die 671 gewahlten Kanten. Wir wollen nun erstmal zeigen, dass das entstandene Gebilde ein
tiberschneidungsfreies Vieleck ist.
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Abbildung 3: Immer noch ein iiberschneidungsfreies Polygon

Da wir mit einem 1342-Eck arbeiten, hat der Winkel auBerhalb der einzelnen Innenwinkel - also derjenige
Winkel, der sich mit dem jeweiligen Innenwinkel zu 360° erganzt, die MaRe

o 1340-180° o
6 = 360 -3 > 180, 2°.
Entsprechend halbiert die Winkelhalbierende durch die Eckpunkte des 1342-Ecks die jeweiligen Winkel
in zwei Winkel groRer als 90,1°. Weil aber die Winkeln des konstruierten Vierecks 90,1° betragen,
liegen zwei aufeinanderfolgende Vierecke auf verschiedene Seiten beziiglich der Winkelhalbierenden,
womit die Figur iberschneidungsfrei ist.

Abbildung 4: Winkelhalbierende teilt zwei Vierecke voneinander

Betrachte nun die Winkelhalbierende w des Winkels £/ E 340 E1E>. Hierdrauf liegt E; und aus Symme-
triegriinden liegt der gegeniiberliegende Punkt Eg7» auch auf w. Mit analoger Argumentation wie oben
schneidet w keines der errichteten Vierecke. Wir wihlen nun zwei Punkte P; und P, auf w, sodass diese
nicht im 1342-Eck liegen und auf verschiedene Seiten beziiglich Punkt E; liegen. AuRerdem zerteilt w
die Ebene in zwei Halbebene. In einer dieser Halbebenen liegen die errichteten Viereck, in der anderen
keine. Wiahle einen dritten Punkt P; in der zweiten Halbebene derart, dass AP, P> P; ein spitzwinkliges
Dreieck ist. Folglich schneidet Dreieck AP; P, P5 die zuvor errichteten Vierecke nicht.
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Abbildung 5: Wir konstruieren noch die Punkte Py, Py, Ps.

Als konstruierte Figur nehmen wir den Streckenzug Eq P; P3P, E¢7p und fiigen das Gebilde mit den ganzen
Vierecken hinzu (siehe Abbildung 6). Das entstandene Objekt ist ein iiberschneidungsfreies 2017-Eck.
Genau an den Ecken Eq, Ey, ..., Eg7 liegt ein nicht-spitzer Winkel, die restlichen 1345 Winkel sind nach
Konstruktion spitz - ndmlich 89,9° oder beliebig spitzwinklig gewahlt. Die 1345 spitzen Winkeln sind
die Winkeln an den gewihlten Punkte Pj, P,, P3 und zwei in x fiir jede gewahlt Seite des regelmiRigen
1342-Ecks. Das macht also insgesamt genau 3 + 2 - 671 = 1345 spitze Winkeln. Das sind zugleich alle
Winkeln in der Figur. Folglich ist das entstandene Viereck auch ein 2017-Eck. Damit haben wir die
Existenz eines solchen Vielecks bewiesen, womit wir fertig sind.

0y l
4! (%)

Abbildung 6: Genau die Winkel mit Bezeichnung o; sind nicht-spitzwinklig.
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Aufgabe 3

Die Idee ist, zu zeigen, dass die Punkte B4, M und B, kollinear sind. Wir nutzen zwei kleine Hilfssitze.
Lemma 1. Die Geraden A;M mit i = 1,2,3,4 sind Winkelhalbierenden des Vierecks A1 Ay A3zAy4.

Beweis. Seien die Inkreisberiihrpunkte mit [A4A1] und [A1Az] mit X und Y bezeichnet. Dann sind
[MX] und [MY] Radien, also gilt |[MX| = |[MY|. Weiter gilt [MA;| = |[MA;| und ZA1 XM =
/MYA1 = 90°. Also ist nach SsW-Satz AXA1M =2 ANA1YM, womit ZMA1X = ZYA1 M folgt,
A1 M halbiert also ZAyA A4 Analog die restlichen Winkeln. O

Lemma 2. Die Vierecke B4A1MA4,A1B1AyM und M A;By Az sind Sehnenvierecke.

Beweis. Nach Voraussetzung sind in diesen Vierecke jeweils gegeniiberliegende rechte Winkeln. Diese
erginzen sich zu 180°. Damit sind sie auch Sehnenvierecke. O

Es gelten nun die vier Winkelgleichheiten

/ByBsM = ZA1ByM = Ay A,M
/ByB1By = LA;B1A1 = LMB1 A1 + LABIM = LMAYAL + LA ALM
IMByB1 = ZMByA; = LZMA3Ay

iiber dem Peripheriewinkelsatz an den Sehnenvierecken nach Lemma 2] Folglich gilt auch
U= 2LB1B4M + £ByB1By + LMByB1 = LA1AJM + LMA A1 + LAyA1M + LMA3 A
1
= 3 (LA1ALAs + LAZAL AL + LAy A1 Ay + LALASAY)
= 180°.

nach Lemma (1| und der Winkelsumme im Viereck. Hiermit sind By, M und B, kollinear, da nach
Winkelsumme im Viereck B4B1B,M also ZB4MBy = 360° — u = 180° gilt. Analog sind By, M und
Bj kollinear. Damit schneiden sich die Diagonalen des Vierecks B1Bs und B, By tatsichlich in M. [

Abbildung 7: Winkeljagd mit vielen Sehnenvierecken und einem Tangentenviereck



Qi Zhu, Niklas Kemper BWM 2017, Runde 1

Aufgabe 4

Wir definieren zunéchst die Schreibweise der Doppelfakultét fiir ungerade Zahlen. Sei n eine positive

ganze Zahl, dann sei
n

(2n -1t =[]@i-1).

i=1
Nun wollen wir vorerst die explizite Form der Folge (a,),en, angebenEI
Lemma 3. Es gilt fiir alle n € N auch [}

2m. (2n — 1)1t

a, =
n!

Beweis. Das machen wir iiber vollstandiger Induktion.

Induktionsanfang: Mit ag = 1 gilt aucha; =1- (4 — %) =2= 211'!1”.

Induktionsvoraussetzung: Es gelte a,, = W fiir ein n € IN.
n n+1
Induktionsschritt: Wir setzen a, = w voraus, dann geniigt es a,,,1 = % zu zeigen.
Es gilt nun
)
- 4—
fntl = G ( n+1
(v)2"-2n—-1)!! 2(2n+42—1)
N n! n+1
_ 2t 2n 4+ 1)
N (n+1)!
Damit ist der Induktionsschritt gelungen und das Lemma bewiesen. O

Wir wollen nun noch zwei Formeln zum Abzédhlen der Primfaktoren in Fakultdten angeben.
Sei p eine Primzahl und 7 eine positive ganze Zahl, dann bezeichnen wir mit v, (n) die groBte Zahl k,

sodass p¥ | n.

Lemma 4. Es gilt

fiir alle Primzahlen p und n € IN.

Beweis. Da GJ = 0 fir y > x > 0 gilt, enthdlt die Summe nur endliche viele Terme ungleich 0.

Durch L%J wird die Anzahl der Vielfache von p in der Menge {1,2,...,n} abgezihlt. Durch L#J

n

werden die Vielfache von pz abgezdhlt, durch {%J die Vielfache von p3, usw. Durch L?,J werden
also die Vielfache von p’ in der Menge {1,2,...,n} abgezihlt. Damit wird insgesamt jede Zahl k mit
vp(k) = j genau j mal abgezahlt und somit die Anzahl der Faktoren p in jeder Zahl von 1 bis n genau

einmal gezahlt. Also folgt tatsachlich

n

f: FJ =3 0, (i) = vp(n1).

i
i=1 P i=1

1Hierbei bezeichne INy die Menge der nicht-negativen ganzen Zahlen.
2Hierbei bezeichne IN die Menge der positiven ganzen Zahlen.
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Lemma 5. Es gilt

o

(2n— 1) Z{ n—lJ ilzn—w

i=1 i=1 Zpl

fiir alle Primzahlen p > 2 und n € IN.

Beweis. Nach Lemma [4]ist unsere Formel dquivalent zu

op((21n— 1)) =vp((2n—1)1) = 3 f”z; 1J .
i=1

In v,((2n —1)!) z&hlen wir aber alle Faktoren p, die in 1 bis 21 — 1 enthalten sind, womit wir also die

Faktoren p in den geraden Zahlen von 1 bis 2n — 1 zu oft zdhlen. Mit >°7°, V;’;J zahlen wir aber
genau alle Zahlen, die durch 2p,2p?,2p3, ..., teilbar sind, womit wir also genau die Zahlen abzahlen,

die wir zu oft in v, ((2n — 1)!) haben. Daraus ergibt sich das Lemma. O

Nun kdénnen wir zur tatsdchlichen Aufgabe ilibergehen.

(a) Wir fangen mit einigen Lemmata zu der gauBschen Klammer an.

Lemma 6. Fiir x,y > 0 gilt
lx] + ly] < [x+y].

Beweis. Es gilt x > |x] fir x > 0. Also gilt auch x +y > |x| + |y] € Z. Aber die groRte
ganze Zahl kleiner-gleich x + v ist nach Definition [x +y]|. Und |x] + |y] ist eine ganze Zahl
kleiner-gleich x + . Also folgt

lx+y] = [x] + y]
wie behauptet. 0

Lemma 7. Fiir Primzahlen p > 2 und i,n € N gilt
{411 — 1J _ {411 —ZJ
2 1 L 2p

Beweis. Es sei k = VZ;ZJ und damit 4”p2 [k,k 4 1[ und folglich 4n — 2 = 2p'k + r mit der

Bedingung 0 <r < 2pi. Es gilt dann auch

rln—lJ | 2pk+r+1
2pt 1 2p! '

Nun gilt 4n — 1 = 2p1"k+r+ 1, also ist 7 +1 ungerade. Nach Konstruktion gilt aber r < 2pi
und damit r +1 < 2p'. Da r + 1 ungerade ist, kann unmoglich r +1 = 2p' gelten, es gilt also
r+1 < 2p'. Also gilt

4n—1=2pk+(r+1) mit0<r+1<2p.

Damit folgt 4”p L ¢ [k, k+ 1[ und damit auch

rln—lJ - {411—2J
2pt 1 L o2pt 17
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Fiir die urspriingliche Aufgabe geniigt es v, (2" - (2n — 1)!!) > v, (n!) fiir alle Primzahlen p zu

zeigen, damit a, = M ganzzahlig ist. Fiir den Faktor 2 gilt
=1 > n > n
v (2" - (2n =) :n:n-ZE :ZE ZZ {EJ = vy(n!)
i=1 i=1 i=1

nach der unendlichen geometrischen Reihe. Es reicht nun also v,((2n —1)!!) > v, (n!) fir p > 2
zu beweisen. Das ist nach Lemma [5] dann mit p > 2 dquivalent zu

ilznle Z{zn—w _évj

i P =2 P

{Zn—llJ_MZn—ll >{£
p' 2pt 17 Lp'd

fir alle i € IN zu zeigen. Es gilt nun aber

LnJ LZn—lJ rln—lJ dn —2 LZn—lJ
— | + . < . = , = .
P’ 2p! N 2p! L 2pt p'

2m. (Zn i

Insbesondere reicht es also

nach Lemma @ und Lemma | Aus der expliziten Formel a,, = ldsst sich die Positivitat
von (a,)nenN, sofort ablesen. Also ist a;, fiir alle n € N eine naturllche Zahl. O

Nach Lemma [3| gilt

27 (2n — 1)1
a?’l =
n!

Fiir n = 0 kommen die Primzahlen fiir 0 < p < 0 in Frage, es gibt kein solches p, also gilt die
Aussage offensichtlich fiir n = 0. Fiir n = 1 gilt 1 < p < 2, also kommt nur die Primzahl p =2
in Frage. Es ist aber 2 | 2 = a;.

Es geniigt also n > 1 zu betrachten. Mit den Schranken n < p < 2n folgt auch p > 2, womit p
ungerade ist. In (2n — 1)!! sind aber alle ungeraden Faktoren zwischen #n und 27 enthalten. Damit
sind auch insbesondere alle Primzahlen zwischen n und 2n darin enthalten, womit auch fiir jede
Primzahl p mit n < p < 2n die Relation p | 2" - (2n — 1)!! gilt. Nun gilt aber insbesondere auch

2m . (2n — 1)

7’1' = a}’l/

Pl

da der Nenner n! keine Primzahlen p mit n < p < 2n enthilt, da alle Primfaktoren von n!
hochstens so groll wie n sind. Nach (a) ist a, fiir alle n € IN ganzzahlig. Damit sind wir fertig. O

Wir wollen zuerst einige Zwischenresultate beweisen.
Lemma 8. Sei n > 2 eine Primzahl, dann gilt

2" =2 (mod n).

Beweis. Da n > 2 eine Primzahl ist, folgt mit ggT(2,1n) = 1 aus dem Satz des kleinen Fermat
unmittelbar die Behauptung. O

Lemma 9. Sei n > 2 eine Primzahl, dann gilt
(n—1)!'=-1 (mod n).

Beweis. Da n eine Primzahl ist, ist Obiges genau der Satz von Wilson. O
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Lemma 10. Sei n > 2 eine Primzahl, dann gilt

M =-1 (mod n).

Beweis. Da n > 2 eine Primzahl ist, ist n ungerade. Da weiter 2n — 1 > n gilt, ist also n ebenfalls

ein Teiler des Zahlers, womit obiger Bruch eine ganze Zahl ist. Es gilt nun

nach dem Satz von Wilson. O
Wenn wir die drei obigen Resultate kombinieren, dann folgt fiir Primzahlen n > 2
2" (2n — 1)
—ap=m—-1)a, = # =-2"=-2 (mod n)
oder auch a, =2 (mod n). Also ist n | a, — 2 fiir alle Primzahlen n > 2.
Firn=2gilt2|a—2= 222'?” —2 =4, Damit folgt n | a, — 2 fiir alle Primzahlen n, was zu
zeigen war. U

10



