
Bundeswettbewerb Mathematik 2017 - Runde 1

Qi Zhu, Niklas Kemper

Werner-Heisenberg-Gymnasium Garching

Aufgabe 1

Wir behaupten, dass Amelie immer gewinnt. Dafür nutzen wir für Amelie folgende Lösungsstrategie.

1. Im ersten Zug entfernt Amelie die Zahl 2017.

2. In jedem weiteren Zug von Amelie spielt sie wie folgt: Wenn Boris im vorherigen Zug eine Zahl n
entfernt hat, dann entfernt Amelie eine beliebige Zahl m mit der Eigenschaft m ≡ −n (mod 8).

Wir wollen nun zeigen, dass diese Strategie tatsächlich den Sieg von Amelie versichert. Auÿerdem
beweisen wir, dass Amelies Schritte alle möglich sind.

Nach dem ersten - o�ensichtlich legitimen , da 2017 auf der Tafel steht - Zug von Amelie, ist nach der
Gauÿschen Summenformel die Summe der Zahlen auf der Tafel

1 + 2 + 3 + · · ·+ 2016 =
2016∑
i=1

i =
2016 · 2017

2
.

Nun gilt aber 8 | 2016·2017
2 . Wir wollen zeigen, dass Amelie erreicht, dass die Summe nach ihren Zügen

modulo 8 invariant bleibt und somit nach ihren Zügen immer durch 8 teilbar ist.

Auf der Tafel stehen nach dem ersten Zug die Zahlen

1, 2, 3, 4, 5, . . . , 2016.

Da 2016 = 8 · 252, stehen alle Reste modulo 8 genau 252 mal auf der Tafel. Insbesondere gilt

• Für Zahlen m mit der Eigenschaft m ≡ −m (mod 8):
Das sind die Zahlen 2m ≡ 0 (mod 8), also m ≡ 0 oder m ≡ 4. Es gibt eine gerade Anzahl an
diesen Resten auf der Tafel.

• Für die restlichen Zahlen m mit der Eigenschaft m 6≡ −m (mod 8):
Hier stehen die Reste m und −m (mod 8) gleich oft auf der Tafel - nämlich 252 mal.

Wir betrachten beide Fälle.

Fall 1: Zahlen mit der Eigenschaft m ≡ −m (mod 8)
Genau dann, wenn Boris 0 bzw. 4 entfernt, entfernt Amelie nach Strategie 0 bzw. 4. Also wird, wenn
Boris 0 oder 4 entfernt, nach Amelies Zug diese entfernte Zahl genau zweimal von der Tafel gewischt
worden sein. Damit bleibt die Anzahl der Zahlen 0 bzw. 4 auf der Tafel stets gerade.

Fall 2: Die restlichen Zahlen m 6≡ −m (mod 8)
Genau dann, wenn Boris eine Zahl m 6≡ 0, 4 (mod 8) entfernt, entfernt Amelie nach Strategie das
dazugehörige −m. Da die Gegenzahl von m des Restklassenrings Z/8Z eindeutig ist, kommen also
die Reste (1, 7), (2, 6), (3, 5) immer in Paaren. Dann und nur dann, wenn eines Zahl eines der Paare
von Boris entfernt wird, wird die dazugehörige Zahl in dem Paar von Amelie entfernt. Insbesondere
bleibt also die Anzahl der Zahlen mit Rest m genauso groÿ wie die Anzahl der Zahlen mit Rest −m
für m = 1, 2, 3, 5, 6, 7.
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Deshalb kann Amelie tatsächlich immer Schritt 2 durchführen:

• Wählt Boris eine Zahl m mit m ≡ −m (mod 8), so gibt es mindestens eine weitere Zahl k
mit der Eigenschaft k ≡ m ≡ −m (mod 8), da es vor Boris' Zug noch eine gerade Anzahl an
solchen Zahlen gab.

• Wählt Boris eine Zahl m mit m 6≡ −m (mod 8), so gibt es mindestens eine Zahl k mit der
Eigenschaft k ≡ −m (mod 8), denn vor Boris' Zug war die Anzahl der Zahlen mit Rest m und
−m (mod 8) gleich.

Dadurch, dass immer m und −m entfernt wird, wird in diesen zwei Zügen immer ein Vielfaches von 8
entfernt. Also bleibt die Summe der Zahlen auf der Tafel nach einem Zug Amelies, und damit vor dem
Zug von Boris, modulo 8 invariant und folglich immer durch 8 teilbar.

Da ursprünglich eine ungerade Anzahl an Zahlen auf der Tafel stand und Amelie beginnt, hat sie den
letzten Zug. Insbesondere bleibt also die Summe der Zahlen auf der Tafel auch am Spielende durch 8
teilbar. Amelie gewinnt also auf diese Weise sicher.
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Aufgabe 2

Wir zeigen, dass ein 2017-Eck höchstens 1345 spitze Innenwinkeln haben kann.

Zuerst zeigen wir, dass es nicht mehr als 1345 spitze Innenwinkeln haben kann. Sei dazu w die Anzahl
der spitzen Winkeln in diesem Vieleck, S die Summe der spitzen Winkeln und S die Summe der nicht-
spitzen Winkeln. Die Innenwinkelsumme eines 2017-Ecks ist (2017 − 2) · 180◦ = 2015 · 180◦. Nun
gilt

360◦ · (2017− w)
(1)
> S = 2015 · 180◦ − S

(2)
> 2015 · 180◦ − 90◦ · w.

Dabei gilt (1), da es 2017−w nicht-spitze Winkeln gibt und das Supremum der nicht-spitzen Winkeln
360◦ ist. Genauso gilt (2), denn es gibt w spitze Winkeln und das Supremum der spitzen Winkeln ist
90◦.
Aus der Ungleichungskette folgt 363420 > 270w oder äquivalent 1346 > w, was zu zeigen war.

Es bleibt zu zeigen, dass es ein 2017-Eck gibt, welches genau 1345 spitze Innenwinkeln hat. Wir wollen
ein solches Vieleck konstruieren. Betrachte ein regelmäÿiges 1342-Eck E1E2E3 . . . E1342. Betrachte
auÿerdem folgendes Viereck χ.

α α

ββ

Abbildung 1: Sei α = 90, 1◦ und β = 89, 9◦.

Wir nehmen nun die 671 aufeinanderfolgende Kanten [E1E2], [E2E3], . . . , [E671E672] des 1342-Ecks und
setzen auf diese Kanten jeweils das Viereck χ auf, sodass die die Scheiteln der stumpfen Winkeln von
χ auf den Ecken des 1342-Ecks liegen.

α α

α

α

α

α

Abbildung 2: Das Sechseck soll ein 1342-Eck repräsentieren.

Entferne die 671 gewählten Kanten. Wir wollen nun erstmal zeigen, dass das entstandene Gebilde ein
überschneidungsfreies Vieleck ist.
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Abbildung 3: Immer noch ein überschneidungsfreies Polygon

Da wir mit einem 1342-Eck arbeiten, hat der Winkel auÿerhalb der einzelnen Innenwinkel - also derjenige
Winkel, der sich mit dem jeweiligen Innenwinkel zu 360◦ ergänzt, die Maÿe

θ = 360◦ − 1340 · 180◦

1342
> 180, 2◦.

Entsprechend halbiert die Winkelhalbierende durch die Eckpunkte des 1342-Ecks die jeweiligen Winkel
in zwei Winkel gröÿer als 90, 1◦. Weil aber die Winkeln des konstruierten Vierecks 90, 1◦ betragen,
liegen zwei aufeinanderfolgende Vierecke auf verschiedene Seiten bezüglich der Winkelhalbierenden,
womit die Figur überschneidungsfrei ist.

α α

α

α

θ

Abbildung 4: Winkelhalbierende teilt zwei Vierecke voneinander

Betrachte nun die Winkelhalbierende ω des Winkels ∠E1342E1E2. Hierdrauf liegt E1 und aus Symme-
triegründen liegt der gegenüberliegende Punkt E672 auch auf ω. Mit analoger Argumentation wie oben
schneidet ω keines der errichteten Vierecke. Wir wählen nun zwei Punkte P1 und P2 auf ω, sodass diese
nicht im 1342-Eck liegen und auf verschiedene Seiten bezüglich Punkt E1 liegen. Auÿerdem zerteilt ω
die Ebene in zwei Halbebene. In einer dieser Halbebenen liegen die errichteten Viereck, in der anderen
keine. Wähle einen dritten Punkt P3 in der zweiten Halbebene derart, dass 4P1P2P3 ein spitzwinkliges
Dreieck ist. Folglich schneidet Dreieck 4P1P2P3 die zuvor errichteten Vierecke nicht.
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P1

P2

P3
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α

Abbildung 5: Wir konstruieren noch die Punkte P1, P2, P3.

Als konstruierte Figur nehmen wir den Streckenzug E1P1P3P2E672 und fügen das Gebilde mit den ganzen
Vierecken hinzu (siehe Abbildung 6). Das entstandene Objekt ist ein überschneidungsfreies 2017-Eck.
Genau an den Ecken E1, E2, . . . , E672 liegt ein nicht-spitzer Winkel, die restlichen 1345 Winkel sind nach
Konstruktion spitz - nämlich 89, 9◦ oder beliebig spitzwinklig gewählt. Die 1345 spitzen Winkeln sind
die Winkeln an den gewählten Punkte P1, P2, P3 und zwei in χ für jede gewählt Seite des regelmäÿigen
1342-Ecks. Das macht also insgesamt genau 3 + 2 · 671 = 1345 spitze Winkeln. Das sind zugleich alle
Winkeln in der Figur. Folglich ist das entstandene Viereck auch ein 2017-Eck. Damit haben wir die
Existenz eines solchen Vielecks bewiesen, womit wir fertig sind.

σ1 σ2

σ3

σ4

Abbildung 6: Genau die Winkel mit Bezeichnung σi sind nicht-spitzwinklig.
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Aufgabe 3

Die Idee ist, zu zeigen, dass die Punkte B4, M und B2 kollinear sind. Wir nutzen zwei kleine Hilfssätze.

Lemma 1. Die Geraden Ai M mit i = 1, 2, 3, 4 sind Winkelhalbierenden des Vierecks A1 A2 A3 A4.

Beweis. Seien die Inkreisberührpunkte mit [A4 A1] und [A1 A2] mit X und Y bezeichnet. Dann sind
[MX] und [MY] Radien, also gilt |MX| = |MY|. Weiter gilt |MA1| = |MA1| und ∠A1XM =
∠MYA1 = 90◦. Also ist nach SsW-Satz 4XA1M ∼= 4A1YM, womit ∠MA1X = ∠YA1M folgt,
A1M halbiert also ∠A2 A1 A4. Analog die restlichen Winkeln.

Lemma 2. Die Vierecke B4 A1MA4,A1B1 A2M und MA2B2 A3 sind Sehnenvierecke.

Beweis. Nach Voraussetzung sind in diesen Vierecke jeweils gegenüberliegende rechte Winkeln. Diese
ergänzen sich zu 180◦. Damit sind sie auch Sehnenvierecke.

Es gelten nun die vier Winkelgleichheiten

∠B1B4M = ∠A1B4M = A1 A4M
∠B2B1B4 = ∠A2B1 A1 = ∠MB1 A1 +∠A2B1M = ∠MA2 A1 +∠A2 A1M
∠MB2B1 = ∠MB2 A2 = ∠MA3 A2

über dem Peripheriewinkelsatz an den Sehnenvierecken nach Lemma 2. Folglich gilt auch

µ = ∠B1B4M +∠B2B1B4 +∠MB2B1 = ∠A1 A4M +∠MA2 A1 +∠A2 A1M +∠MA3 A2

=
1
2
(∠A1 A4 A3 +∠A3 A2 A1 +∠A2 A1 A4 +∠A4 A3 A2)

= 180◦.

nach Lemma 1 und der Winkelsumme im Viereck. Hiermit sind B4, M und B2 kollinear, da nach
Winkelsumme im Viereck B4B1B2M also ∠B4MB2 = 360◦ − µ = 180◦ gilt. Analog sind B1, M und
B3 kollinear. Damit schneiden sich die Diagonalen des Vierecks B1B3 und B2B4 tatsächlich in M. �

A1
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Abbildung 7: Winkeljagd mit vielen Sehnenvierecken und einem Tangentenviereck
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Aufgabe 4

Wir de�nieren zunächst die Schreibweise der Doppelfakultät für ungerade Zahlen. Sei n eine positive
ganze Zahl, dann sei

(2n− 1)!! =
n∏

i=1

(2i− 1).

Nun wollen wir vorerst die explizite Form der Folge (an)n∈N0 angeben.1

Lemma 3. Es gilt für alle n ∈N auch 2

an =
2n · (2n− 1)!!

n!
.

Beweis. Das machen wir über vollständiger Induktion.

Induktionsanfang: Mit a0 = 1 gilt auch a1 = 1 ·
Ä

4− 2
1

ä
= 2 = 21·1!!

1! .

Induktionsvoraussetzung: Es gelte an = 2n ·(2n−1)!!
n! für ein n ∈N.

Induktionsschritt: Wir setzen an = 2n ·(2n−1)!!
n! voraus, dann genügt es an+1 = 2n+1·(2n+1)!!

(n+1)! zu zeigen.

Es gilt nun

an+1 = an ·
Å

4− 2
n + 1

ã
(I.V.)
=

2n · (2n− 1)!!
n!

· 2(2n + 2− 1)
n + 1

=
2n+1 · (2n + 1)!!

(n + 1)!
.

Damit ist der Induktionsschritt gelungen und das Lemma bewiesen.

Wir wollen nun noch zwei Formeln zum Abzählen der Primfaktoren in Fakultäten angeben.
Sei p eine Primzahl und n eine positive ganze Zahl, dann bezeichnen wir mit vp(n) die gröÿte Zahl k,
sodass pk | n.

Lemma 4. Es gilt

vp(n!) =
∞∑

i=1

õ
n
pi

û
für alle Primzahlen p und n ∈N.

Beweis. Da
ö

x
y

ù
= 0 für y > x > 0 gilt, enthält die Summe nur endliche viele Terme ungleich 0.

Durch
ö

n
p

ù
wird die Anzahl der Vielfache von p in der Menge {1, 2, . . . , n} abgezählt. Durch

⌊
n
p2

⌋
werden die Vielfache von p2 abgezählt, durch

⌊
n
p3

⌋
die Vielfache von p3, usw. Durch

⌊
n
pi

⌋
werden

also die Vielfache von pi in der Menge {1, 2, . . . , n} abgezählt. Damit wird insgesamt jede Zahl k mit
vp(k) = j genau j mal abgezählt und somit die Anzahl der Faktoren p in jeder Zahl von 1 bis n genau
einmal gezählt. Also folgt tatsächlich

∞∑
i=1

õ
n
pi

û
=

n∑
i=1

vp(i) = vp(n!).

1Hierbei bezeichne N0 die Menge der nicht-negativen ganzen Zahlen.
2Hierbei bezeichne N die Menge der positiven ganzen Zahlen.
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Lemma 5. Es gilt

vp((2n− 1)!!) =
∞∑

i=1

õ
2n− 1

pi

û
−

∞∑
i=1

õ
2n− 1

2pi

û
für alle Primzahlen p > 2 und n ∈N.

Beweis. Nach Lemma 4 ist unsere Formel äquivalent zu

vp((2n− 1)!!) = vp((2n− 1)!)−
∞∑

i=1

õ
2n− 1

2pi

û
.

In vp((2n− 1)!) zählen wir aber alle Faktoren p, die in 1 bis 2n− 1 enthalten sind, womit wir also die

Faktoren p in den geraden Zahlen von 1 bis 2n− 1 zu oft zählen. Mit
∑∞

i=1

⌊
2n−1

2pi

⌋
zählen wir aber

genau alle Zahlen, die durch 2p, 2p2, 2p3, . . . , teilbar sind, womit wir also genau die Zahlen abzählen,
die wir zu oft in vp((2n− 1)!) haben. Daraus ergibt sich das Lemma.

Nun können wir zur tatsächlichen Aufgabe übergehen.

(a) Wir fangen mit einigen Lemmata zu der gauÿschen Klammer an.

Lemma 6. Für x, y ≥ 0 gilt
bxc+ byc ≤ bx + yc.

Beweis. Es gilt x ≥ bxc für x ≥ 0. Also gilt auch x + y ≥ bxc + byc ∈ Z. Aber die gröÿte
ganze Zahl kleiner-gleich x + y ist nach De�nition bx + yc. Und bxc+ byc ist eine ganze Zahl
kleiner-gleich x + y. Also folgt

bx + yc ≥ bxc+ byc

wie behauptet.

Lemma 7. Für Primzahlen p > 2 und i, n ∈N giltõ
4n− 1

2pi

û
=

õ
4n− 2

2pi

û
Beweis. Es sei k =

⌊
4n−2

2pi

⌋
und damit 4n−2

2pi ∈ [k, k + 1[ und folglich 4n− 2 = 2pik + r mit der

Bedingung 0 ≤ r < 2pi. Es gilt dann auchõ
4n− 1

2pi

û
=

ú
2pik + r + 1

2pi

ü
.

Nun gilt 4n − 1 = 2pik + r + 1, also ist r + 1 ungerade. Nach Konstruktion gilt aber r < 2pi

und damit r + 1 ≤ 2pi. Da r + 1 ungerade ist, kann unmöglich r + 1 = 2pi gelten, es gilt also
r + 1 < 2pi. Also gilt

4n− 1 = 2pik + (r + 1) mit 0 ≤ r + 1 < 2pi.

Damit folgt 4n−1
2pi ∈ [k, k + 1[ und damit auchõ

4n− 1
2pi

û
=

õ
4n− 2

2pi

û
.
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Für die ursprüngliche Aufgabe genügt es vp(2n · (2n− 1)!!) ≥ vp(n!) für alle Primzahlen p zu

zeigen, damit an = 2n ·(2n−1)!!
n! ganzzahlig ist. Für den Faktor 2 gilt

v2(2n · (2n− 1)!!) = n = n ·
∞∑

i=1

1
2i =

∞∑
i=1

n
2i ≥

∞∑
i=1

⌊ n
2i

⌋
= v2(n!)

nach der unendlichen geometrischen Reihe. Es reicht nun also vp((2n− 1)!!) ≥ vp(n!) für p > 2
zu beweisen. Das ist nach Lemma 5 dann mit p > 2 äquivalent zu

∞∑
i=1

õ
2n− 1

pi

û
−

∞∑
i=1

õ
2n− 1

2pi

û
≥

∞∑
i=1

õ
n
pi

û
.

Insbesondere reicht es also õ
2n− 1

pi

û
−
õ

2n− 1
2pi

û
≥
õ

n
pi

û
für alle i ∈N zu zeigen. Es gilt nun aberõ

n
pi

û
+

õ
2n− 1

2pi

û
≤
õ

4n− 1
2pi

û
=

õ
4n− 2

2pi

û
=

õ
2n− 1

pi

û
nach Lemma 6 und Lemma 7. Aus der expliziten Formel an = 2n ·(2n−1)!!

n! lässt sich die Positivität
von (an)n∈N0 sofort ablesen. Also ist an für alle n ∈N eine natürliche Zahl. �

(b) Nach Lemma 3 gilt

an =
2n · (2n− 1)!!

n!
.

Für n = 0 kommen die Primzahlen für 0 < p ≤ 0 in Frage, es gibt kein solches p, also gilt die
Aussage o�ensichtlich für n = 0. Für n = 1 gilt 1 < p ≤ 2, also kommt nur die Primzahl p = 2
in Frage. Es ist aber 2 | 2 = a1.
Es genügt also n > 1 zu betrachten. Mit den Schranken n < p ≤ 2n folgt auch p > 2, womit p
ungerade ist. In (2n− 1)!! sind aber alle ungeraden Faktoren zwischen n und 2n enthalten. Damit
sind auch insbesondere alle Primzahlen zwischen n und 2n darin enthalten, womit auch für jede
Primzahl p mit n < p ≤ 2n die Relation p | 2n · (2n− 1)!! gilt. Nun gilt aber insbesondere auch

p | 2n · (2n− 1)!!
n!

= an,

da der Nenner n! keine Primzahlen p mit n < p ≤ 2n enthält, da alle Primfaktoren von n!
höchstens so groÿ wie n sind. Nach (a) ist an für alle n ∈N ganzzahlig. Damit sind wir fertig. �

(c) Wir wollen zuerst einige Zwischenresultate beweisen.

Lemma 8. Sei n > 2 eine Primzahl, dann gilt

2n ≡ 2 (mod n).

Beweis. Da n > 2 eine Primzahl ist, folgt mit ggT(2, n) = 1 aus dem Satz des kleinen Fermat
unmittelbar die Behauptung.

Lemma 9. Sei n > 2 eine Primzahl, dann gilt

(n− 1)! ≡ −1 (mod n).

Beweis. Da n eine Primzahl ist, ist Obiges genau der Satz von Wilson.
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Lemma 10. Sei n > 2 eine Primzahl, dann gilt

(2n− 1)!!
n

≡ −1 (mod n).

Beweis. Da n > 2 eine Primzahl ist, ist n ungerade. Da weiter 2n− 1 > n gilt, ist also n ebenfalls
ein Teiler des Zählers, womit obiger Bruch eine ganze Zahl ist. Es gilt nun

(2n− 1)!!
n

=
1 · 3 · · · · · (n− 2) · n · (n + 2) · (n + 4) · · · · · (2n− 1)

n
= 1 · 3 · · · · · (n− 2) · (n + 2) · (n + 4) · · · · · (2n− 1)
≡ 1 · 3 · · · · · (n− 2) · 2 · 4 · · · · · (n− 1) (mod n)
= (n− 1)!
≡ −1 (mod n)

nach dem Satz von Wilson.

Wenn wir die drei obigen Resultate kombinieren, dann folgt für Primzahlen n > 2

−an ≡ (n− 1)! · an =
2n · (2n− 1)!!

n
≡ −2n ≡ −2 (mod n)

oder auch an ≡ 2 (mod n). Also ist n | an − 2 für alle Primzahlen n > 2.
Für n = 2 gilt 2 | a2 − 2 = 22·3!!

2! − 2 = 4. Damit folgt n | an − 2 für alle Primzahlen n, was zu
zeigen war. �
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