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1 Aufgabe 1

Wir bezeichnen den Zustand, wenn auf allen Flächen des Tetraeders die gleiche
Zahl steht, mit super-toll. Ferner seien F1, F2, F3, F4 die vier Flächen des plato-
nischen Körpers und A1, A2, A3, A4 die entsprechenden Anfangszahlen.
(Ai gehört zu Fi für 1 ≤ i ≤ 4)
Wir fangen mit einer allgemeinen Überlegung an.

Lemma 1.1. Die Parität der Gesamtsumme der vier Zahlen des Tetraeders ist
stets invariant.

Beweis. Bei jedem ausgeführten Zug von Pauline erhöht sich die Gesamtsumme
um genau 1 + 1 = 2, einer geraden Zahl. Doch Addition mit einer geraden Zahl
verändert die Parität nicht. Genau das war behauptet.

Der Beweis ist in zwei Richtungen zu führen. Erstmal zeigen wir, dass wenn
die Summe der vier Anfangszahlen nicht gerade, also ungerade, ist, dann kann
der super-tolle Zustand nie erreicht werden und dann beweisen wir, dass es
bei beliebige Anfangswerte mit der einzigen Voraussetzung, dass dessen Summe
gerade ist, der Zustand super-toll erreicht werden kann.

1.1 Ungerade Summe =⇒ Nie super-toll

Nach dem Lemma ist die Gesamtsumme bei beliebigem Zeitpunkt ungerade,
da sie anfangs schon ungerade war. Doch angenommen, irgendwann (inklusive
Anfang) könnte auf jeder Fläche die gleiche Zahl, die wir jetzt n ∈ N nennen,
stehen, dann wäre die Summe der vier Zahlen

n+ n+ n+ n = 4n.

Das ist eine gerade Zahl, aber wir zeigten bereits, die Gesamtsumme ist stets
ungerade, Widerspruch! Folglich kann in diesem Fall nie auf allen Flächen die
gleiche Zahl stehen.

1



Qi Zhu Landeswettbewerb Mathematik

1.2 Gerade Summe =⇒ Super-toll immer erreichbar

Seien die Zahlen am Anfang oBdA so geordnet, dass A1 ≤ A2 ≤ A3 ≤ A4. Wir
führen folgendes Algorithmus durch.

1. Führe bei F3 und F2 so lange die Zahlenspielerei durch, bis die Zahl auf
F3 genau so groÿ wie die auf F4 ist. (Also A4 −A3 mal.)

2. Führe bei F2 und F1 so lange die Zahlenspielerei durch, bis die Zahl auf
F2 genau so groÿ wie die auf F4 ist. (Also A4 −A2 mal.)

3. Nutze die Zahlenspielerei mit F1 und F2 , dann mit Fläche F1 und F3 und
schlieÿlich mit Fläche F1 und F4. Das alles zählt als ein Schritt und soll so
lange durchgeführt werden, bis der Zustand super-toll erreicht ist. Dabei
zählt auch 0 als gültige Anzahl der Durchführungen. (Das ist nur und nur
dann bei A1 = A2 = A3 = A4.)

Wir beweisen, dass das immer funktioniert, also dass dieser Algorithmus immer
ein Ende hat. Die ersten 2 Schritte können o�ensichtlich durchgeführt werden, da
A2, A3 ≤ A4. Nach diesen 2 Schritten wird auf F2, F3, F4 die ZahlA4 stehen. Nun
zu Schritt 3. Bei A1 = A4, also A1 = A2 = A3 = A4 (vgl. A1 ≤ A2 ≤ A3 ≤ A4)
haben wir den super-tollen Zustand bereits erreicht.

Andernfalls gehen wir wie folgt vor. Die Gesamtsumme ist nach Durchführung
von Schritt 1 und 2, aber bevor Schritt 3 stattgefunden hat

A1 + 3A4 ≡ A1 +A4 (mod 2).

Nach dem Lemma muss das gerade sein, da die Anfangssumme nach Annahme
schon gerade war. Also haben A1 und A4 die gleiche Parität, sonst wäre de-
ren Summe ungerade. (Beachte: (mod 2) ist Unterscheidung gerade/ungerade.)
Dementsprechend ist der Abstand A4 −A1 = 2k; k ∈ Z≥0 gerade.
Bei einmaliger Durchführung von Schritt 3 aber erhöhen wir die Zahl auf F1 um
1 + 1 + 1 = 3 und die Restlichen jeweils um 1.
Insgesamt verringern wir den Abstand der Zahl auf F1 von dem auf F2, F3, F4

(,wobei die Zahlen auf F2, F3, F4 nach den ersten beiden Schritten bereits gleich
sind) also um 2. Folglich müssen wir genau k-mal Schritt 3 durchführen, dann
ist der Abstand dieser Zahlen genau 2k − 2k = 0, die vier Zahlen auf den vier
Flächen sind dann gleich, super-toll ist also erreicht und das Behauptete ist be-
wiesen!

Wir haben beide Richtungen betrachtet und sind fertig.
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2 Aufgabe 3

Sei in der Urne n Kugeln, wovon genau b blau sind. (n, b ∈ Z≥0, n > 4 nach
Voraussetzung) Dann gibt es

(
b
2

)
Möglichkeiten genau 2 blaue Kugeln zu zie-

hen und
(
n
2

)
Möglichkeiten genau zwei beliebige Kugeln zu ziehen. Wir nutzen

Binomialkoe�zienten, da Frieda die Kugeln mit einem Gri� zieht und damit
Reihenfolgen irrelevant sind.
Da bekanntlich der Quotient der günstigen und der möglichen Fälle in einem
Laplace-Experiment die gesuchte Wahrscheinlichkeit liefert, ist die Wahrschein-
lichkeit P (b, n) bei n Kugeln, wovon genau b blau sind, zwei Kugeln zufällig mit
einem Gri� zu entnehmen, sodass beide blau sind

P (b, n) =
Anzahl aller Möglichkeiten genau 2 blaue Kugeln zu ziehen

Anzahl aller Möglichkeiten genau 2 Kugeln zu ziehen

=

(
b
2

)(
n
2

) =

b!
2!·(b−2)!

n!
2!·(n−2)!

=
b(b−1)

2
n(n−1)

2

=
b(b− 1)

n(n− 1)
.

Wir zeigen nun erstmal, dass dieser Ausdruck 50% = 1
2 werden kann und dann,

dass 25% = 1
4 nie erreicht werden kann.

2.1 Genau 50% kann sein.

Setze zum Beispiel n = 21, b = 15. Es gibt also 21 Kugeln in der Urne, wovon
genau 15 blau sind. Dabei gibt es mehr als vier Kugeln wegen n = 21 > 4,
womit die Voraussetzung erfüllt ist. Dann folgt

P (b, n) =
b(b− 1)

n(n− 1)
=

15 · 14
21 · 20

=
2 · 3 · 5 · 7
22 · 3 · 5 · 7

=
1

2
= 50%.

P (b, n) = 50% kann tatsächlich erreicht werden.

2.2 Genau 25% kann nicht sein.

Angenommen dieser Wert könnte erreicht werden. Dann gälte

b(b− 1)

n(n− 1)
=

1

4

⇔ 4b(b− 1) = n(n− 1)

⇔ 4b2 − 4b− n(n− 1) = 0

⇔ b1/2 =
4±

√
16 + 16n(n− 1)

8
.

Da b ganzzahlig ist, muss die Diskriminante D = 16+16n(n− 1) eine Quadrat-
zahl sein, denn sonst wäre b eine Summe einer rationalen und einer irrationalen

3



Qi Zhu Landeswettbewerb Mathematik

Zahl, also 4
8 und ±

√
16+16n(n−1)

8 . Die Summe einer rationalen und einer irra-
tionalen Zahl ist jedoch stets irrational, Widerspruch zur Ganzzahligkeit von b.
Umformung von D liefert

D = 16 + 16n(n− 1) = 16(1 + n(n− 1)) = 16(1 + n2 − n) = 42(n2 − n+ 1).

Der erste Faktor 42 ist bereits eine Quadratzahl, folglich muss der zweite Faktor
auch eine Quadratzahl sein. Aber das kann für n > 4 nie eintre�en, da dieser
für alle n > 1 zwischen zwei aufeinanderfolgenden Quadratzahlen liegt und
demzufolge selber keine Quadratzahl sein kein.

(n− 1)2 = n2 − 2n+ 1 < n2 − n+ 1 < n2

Die erste Ungleichung gilt wegen −n > −2n und die zweite wegen −n+ 1 < 0,
da n > 4 > 1. Ganz klar kann damit die Ausgangsgleichung nicht erreicht wer-
den, da es für kein positiv ganzzahliges n > 4 ein ganzzahliges b gibt, die die
Gleichung erfüllt. Da alle Umformungen der Gleichung äquivalente Umformun-
gen waren, ist P (b, n) = 25% nicht möglich!

Genau das war zu zeigen.
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3 Aufgabe 4

A B

C

D

FE

θ θ

Der vollständigkeitshalber be�ndet sich im Anhang eine Lagebesprechung dazu,
dass es je einen eindeutigen Punkt D,E, F gibt, das auf einer Dreiecksseite
liegt. (Dort wird insbesondere auch die mysteriöse Voraussetzung ∠ACB > 60◦

verwendet!)
Unser Ziel ist es die Umkehrung des Strahlensatzes anzuwenden. Dafür zeigen
wir nun |CE| = |CF |, indem wir per Winkeljagd die Kongruenz von 4ADE
und 4DBC nachweisen. Wir wollen nun erstmal ∠AED = ∠BDC zeigen. Sei
∠BAC = ∠CBA =: θ. (Gleichheit wegen Gleichschenkligkeit) Da

• A Mittelpunkt des Kreises durch D und C

• D Mittelpunkt des Kreises durch C und E

• B Mittelpunkt des Kreises durch D und F

ist, gilt aufgrund von gleich langen Radien und der Gleichschenkligkeit von
4ABC

|AD| = |CA| = |CB|, |DE| = |DC|, |BD| = |BF |.

Insbesondere sind dann auch 4ADC,4EDC,4DBF gleichschenklig.
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Folglich erhalten wir aus den Gleichschenkligkeiten und der Winkelsumme im
Dreieck

∠DEC = ∠ECD (Gleichschenkligkeit in Dreieck EDC)

= ∠ACD

= ∠CDA (Gleichschenkligkeit in Dreieck ADC)

=
180◦ − ∠DAC

2
(Gleichschenkligkeit, Winkelsumme in ADC)

=
180◦ − θ

2

= 90◦ − θ

2
.

(1)
Aus dem Nebenwinkelsatz und (1) folgt nun

∠AED = 180◦ − ∠DEC = 180◦ −
(
90◦ − ∠θ

2

)
= 90◦ +

θ

2
.

Andersrum ist aber auch wegen (1) und dem Nebenwinkelsatz

∠BDC = 180◦ − ∠CDA = 180◦ −
(
90◦ − θ

2

)
= 90◦ +

θ

2
.

Also ∠AEC = ∠BDC wie wir es erho�t haben! Weiterhin gilt auch wie schon
bemerkt ∠DAE = ∠CBD = θ wegen der Gleichschenkligkeit des Dreiecks
ABC und |DE| = |DC| (Radien von Kreisbogen mit Mittelpunkt D), womit
der SWW-Kongruenzsatz

4ADE ∼= 4BCD

zeigt. Aber das heiÿt |AE| = |DB| = |FB| (Letzte Gleichheit wegen Gleich-
schenkligkeit des Dreiecks DBF ). Und wegen |AC| = |BC| (Dreieck ABC ist
gleichschenklig) auch

|AC| − |AE| = |BC| − |FB| ⇒ |CE| = |CF |.

Damit gilt der Strahlensatz.

1 =
|CE|
|CF |

=
|CA|
|CB|

Aus der Umkehrung des Strahlensatzes folgt die Parallelität, EF ||AB, was zu
zeigen war.
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4 Anhang

4.1 Lagediskussion zu Aufgabe 4

Es folgt ein mühselige Besprechung dazu, dass es je genau einen Punkt D,E, F
gibt, die auf den Dreiecksseiten [AB], [BC], [CA] liegen. Dafür zeigen wir erst
ein Lemma.

Lemma 4.1. Für zwei Winkeln α, β in einem Dreieck und deren gegenüberlie-
gende Seiten a, b gilt

α ≥ β ⇔ a ≥ b.

Beweis. Eigentlich ist das wohlbekannt (z.B. 2014 LWMB Seminar), aber voll-
ständigkeitshalber wird ein Beweis angefügt. Nach dem Sinussatz ist

a

b
=

sinα

sinβ
.

Da die Sinusfunktion in [0◦; 90◦] streng monoton wachsend ist, folgt die Behaup-
tung für spitze Winkeln α, β. Nun, angenommen, eines der Winkeln sei stump.
Sei dieses oBdA α > 90◦. Sei γ der dritte Winkel im Dreieck. Dann ist wegen
sinx = sin (180◦ − x) für reelle x und der strengen Monotonie der Sinusfunktion
folgendes:

sinβ = sin (180◦ − α− γ) < sin (180◦ − α) = sinα.

Man beachte hierbei, dass 180◦ − α − γ und 180◦ − α je spitze Winkeln sind.
Wegen α > β folgt hier die Behauptung für einen stumpwinkligen Winkel und
das sind alle Möglichkeiten für Winkeln im Dreieck.

Es ist

• D ein Schnittpunkt des Kreises mit Mittelpunkt A und Radius |AC| mit
der Geraden AB

• E der Schnittpunkt des Kreises mit Mittelpunkt D und Radius |DC| und
der Gerade CA

• F ein Schnittpunkt des Kreises mit Mittelpunkt B und Radius |BD| und
der Geraden BC

• Diese drei Punkte de�nieren wir eindeutig damit, dass sie nicht nur auf den
GeradenAB,CA,BC liegen, sondern sogar auf den Strecken [AB], [CA], [BC].

Wir zeigen, dass es tatsächlich solche Punkte gibt und dass sie wirklich eindeu-
tig sind.
Wegen ∠ACB > 60◦ ist dieser Winkel gröÿer als die Basiswinkel im gleich-
schenkligen Dreieck ABC, also

θ = ∠CBA = ∠BAC = 180◦−∠ACB
2 < 180◦−60◦

2 = 60◦ (2)
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Folglich ist nach dem Lemma [AB] auch die längste Seite des Dreicks, sodass
wegen |AC| < |AB| der Kreis um A die Strecke [AB] in einem Punkt D schnei-
det. (|AC| ist Radius dieses Kreises) Der andere Schnittpunkt des Kreises um
A schneidet Gerade AB o�ensichtlich auf der anderen Seite von AB bezüglich
A. Damit ist D eindeutig.

Weiterhin liegt liegt C auf der Mittelsenkrechte über [AB], da 4ABC gleich-
schenklig ist. Sei M der Mittelpunkt von [AB], dann ist insbesondere |AC| >
|AM |, weil die Hypotenuse im rechtwinkligen Dreieck, in diesem Fall 4AMC
immer am längsten ist. (vgl. Lemma)
Das heiÿt D liegt näher zu B als A, womit |BD| < |AM | < |AC| = |BC| gilt.
Es gibt einen Punkt F auf [BC] liegen! (Man beachte, dass |BD| der Radius
der Kreises ist.) Analog zur oberen Argumentation ist der zweite Schnittpunkt
des Kreises um B mit BC nicht auf [BC].

Ferner ist 4ADC gleichschenklig wegen |AC| = |DA|, da es Radien es Kreises
mit Mittelpunkt D sind, und wie bereits gezeigt ∠DAC = ∠BAC < 60◦, also

|AD| > |CD| (3)

nach dem Lemma. (Das folgt analog wie die Diskussion der Winkeln und Sei-
tenlängen von 4ABC am Anfang)
Da der Kreis mit Mittelpunkt D die Gerade CA bereits im Punkt C schneidet
und nach Konstruktion nicht tangential zu AC ist (∠DCE = ∠DCA 6= 90◦, da
Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck ADC, sonst wäre das Dreieck entar-
tet), hat sie einen weiteren Schnittpunkt mit AC. Wegen |AD| > |CD| (siehe
(3)) muss dieser auf [AC liegen. Angenommen nämlich der Kreis um D schneide
[CA ohne [CA] in einem Punkt X, dann wäre der Winkel der [DX] gegenüber-
liegt der Nebenwinkel von θ, also

∠XAD = 180◦ − θ > 180◦ − 60◦ = 120◦ > 90◦.

Für die Abschätzung θ < 60◦ vergleiche (2). Es folgt, dass ∠XAD stumpf ist!
Mit zweifacher Anwendung des Lemmas (vgl. (3) für die zweite Ungleichung)
folgt

|DX| > |AD| > |CD|,

aber das ist o�ensichtlich falsch, die Radien eines Kreises sind gleich lang, hier,
|DX| und |CD| aber nicht.
Mit der gleichen Argumentation kann der Punkt F auch nicht auf [AC ohne
[AC] liegen und muss folglich wirklich auf [AC] liegen!

Damit wäre gezeigt, dass es immer genau einen Punkt D,E, F mit den ge-
forderten Eigenschaften auf den Dreiecksseiten gibt.
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