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1 Einleitung

1.1 Wie ist der Bericht entstanden?

Um einen Einblick in das Mathematikstudium zu bekommen, nahm ich mit einem Freund (Niklas
Kemper) an einem einwdchigen Probestudium teil. Es lief vom 05. September bis 09. September 2016.
Das diesjahrige Thema ist Die Kunst des Beweisen. Taglich habe ich nach dem Tag in der Uni
skizziert, was wir an diesem Tag erlebt haben. So ist also dieses Dokument entstanden.

1.2 Wie verlief das Probestudium?
So waren die Tage geplant.

e 10:15 - 12:00: Vorlesung

e 12:00 - 13:30: Mittagspause

e 13:30 - 16:00: Ubung

Am Freitag fand keine Ubung statt. In den Ubungen soll man versuchen so viele Aufgaben wie moglich
zu l6sen. In der letzten Stunden werden Lésungen vorgestellt - meist von den Schiilern selbst.

Nach Aussage der Professoren ist die Schwierigkeit dieser Vorlesungen mit einer normalen Erstsemest-
lervorlesung vergleichbar. Da mir der GroRteil bekannt war, ist viel eher knapp aufgeschrieben. Teils
sind auch Argumenten oder Kommentare von mir hinzugefiigt.

Ein Highlight war, dass unser Tutor um mehr Ubungsaufgaben gebeten hat, da wir oft recht friih fertig
waren (und ihn teilweise mit Schafkopf genervt haben!).

2 Vorlesungen und Ubungen

2.1 Vorlesung 1 - Aussagenlogik

2.1.1 Einfiihrung von grundlegenden Junktoren

Aussagen werden durch Junktoren verkniipft. Es gibt nullstellige, einstellige und zweistellige Junktoren.
Beispiel 2.1.1. Die Negation — ist ein einstelliger Junktor.

Beispiel 2.1.2. Die Konjunktion A, Disjunktion V, Implikation = und Aquivalenz < sind zweistellige
Junktoren.

Man beachte hierbei, dass die Implikation = nicht mit einer inhaltlichen Kausalitdt zu verwechseln
ist. So bedeutet A = B nicht unbedingt, dass aus A Aussage B folgt, sondern, dass aus A Aussage
B gefolgt werden kann. So ist zum Beispiel ist Aussage (1+1 = 3 = 2 < 3) wahr. Beachte, dass
aus etwas Wahrem nie etwas Falsches gefolgt werden kann, aus etwas Falschem allerdings immer etwas
Richtiges.

Beispiel 2.1.3. True T und False L oder auch Tautologie und Widerspruch sind nullstellige Junktoren.

Zu den einzelnen Junktoren wurden Wahrheitstabellen aufgestellt. Da Aussagen sehr komplex werden
konnen, legen wir Konventionen fest, um Klammern zu sparen.

Definition 2.1.1. Es stehe > fiir bindet stirker. Dann gilt
A=AV ==,

Dabei sei = transitiv.

Beispiel 2.1.4. Es gilt

(maV-bAc=d) e (((-a)V ((=b) Ac)) = d).
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2.1.2 Regeln in der Aussagenlogik
Wir besprechen drei wichtige Regeln.

Satz 2.1.1 (De Morgan’'sche Regeln). Es gilt
—(-aA-b) < aVvh und —(maVv -b) < aAnb.
Man kann sozusagen das — immer ganz aus der Klammer ziehen.
Satz 2.1.2 (Aussagenlogische Distributivgesetze). Es gilt
aN(bVec)e (anb)V(aNic) und aV(bAc)< (aVb)A(aVe).
Satz 2.1.3 (Kontraposition). Es gilt
(a=b) < (-b= —a).

Diese Regeln sind alle iiber Wahrheitstabellen zu beweisen.

2.1.3 Aussagenlogische Herleitungsregeln

Dass bekannte Beweistechniken wirklich gelten, kann man durch die Aussagenlogik sehen.

Beispiel 2.1.5. Wenn wir A A B beweisen, dann kénnen wir zuerst A und dann B beweisen.
Beispiel 2.1.6. Im VorwértsschlieRen sind die Aussagen A und A = B gegeben. Dann folgt B.
Beispiel 2.1.7. Beim direkten Beweis ist A = B zu beweisen, wir verwenden A und zeigen damit B.

Beispiel 2.1.8. Wenn wir ~A beweisen wollen, dann nutzen wir
A A= L.

Wir zeigen also, dass A einen Widerspruch erzeugt.

Beispiel 2.1.9 (Indirekter Beweis). Wenn wir A beweisen wollen, dann nehmen wir = A an und folgern
einen Widerspruch. Zugrundeliegende Tautologie ist

(A= 1)= A

Dabei ist eine Tautologie eine aussagenlogisch allgemeingiiltige Aussage, also eine Aussage mit dem
Wahrheitswert T .

Beispiel 2.1.10 (Kontraposition). Um A = B zu beweisen, geniigt es =B = A zu beweisen.

Beispiel 2.1.11 (Fallunterscheidung). Um eine Aussage B zu beweisen, teilen wir den Beweis in
Félle auf. Wir zeigen also fiir A1, Ay, ..., Ay, wenn AV Ay V -+ -V Ay zutrifft, die Aussage. Das
zugrundeliegende Schema der Tautologie ist

(AfVAV---VA,)AN(A1=B)A(Ay = B)A--- A (A, = B).
Beispiel 2.1.12 (Beweis einer Disjunkion). Wir nutzen die Tautologien

(AVB) < (-A = B) und (AVB) < ((C= A)AN(-C= B)).
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2.1.4 Ein Beispiel aus der elementaren Zahlentheorie

Nach der Definition von a | b bewiesen wir das Lemma von Bézout.

Lemma 2.1.1. Fiir alle positiven ganzen Zahlen a,b gibt es eine positive ganze Zahl g und ganze
Zahlen k, I so, dass ¢ = ggT(a,b) und g = ka + ¢b.

Beweis. Betrachte die Menge M := {m € IN | m = ka + Ib}. Offensichtlich ist die Menge M nicht-
leer,daa=1-a+0-b & M. Folglich existiert eine kleinstes Element aus M. Wahle g := min,cp m.
Nach Definition gibt es dann k,I € Z derart, dass g = ka + Ib. Es sei dann

a=qg+r mit grelNyg und r<g

nach Division mit Rest. Nun geniigt es ¢ | 2 und g | b zu zeigen. Wir zeigen es nur fiir a, analog folgt
das Gleiche fiir b. Es betrachten nun zwei Fille.

FALL 1: Es seir = 0.
Dann gilt 2 = gg, also folgt g | a.

FALL 2: Es sei r # 0.
Dann ist » € IN. Weiter kdnnen wir

r=a—qg=a—q(ka+1b) = (1 —qgk)a—qlb

schreiben. Nun ist aber ¥ € M und gleichzeitig ¥ < g. Das ist ein Widerspruch zur Minimalitt von g.
Folglich ist = 0 und damit g | a. O

2.2 Ubung 1 - Aussagenlogik

In der Ubung waren 5 Aufgaben zu I8sen. Dafiir hatten wir etwa 90 Minuten Zeit, danach werden die
Losungen prasentiert. Die ersten drei Aufgaben waren sehr langweilig und stupide, es ging um das bloRe
Aufzeichnen von Wahrheitstabellen, um damit aussagenlogische Gesetze zu zeigen. Aufgabe 4 und 5
waren schon ein wenig spannender.

Aufgabe 2.2.1 (nach C.Blatter, ETH Ziirich). Aus einem Zoologiebuch: "Jede ungebrochselte Kalupe
ist dorig und jede foberante Kalupe ist dorig. In Quasiland gibt es sowohl| dorige wie undorige Kalupen.”
Welche der nachstehenden Schliisse iiber die Fauna von Quasiland sind zuldssig?

a) Es gibt sowohl gebrochselte wie ungebrochselte Kalupen.

b) Es gibt gebrochselte Kalupen.

d

(a)

(b)

(c) Alle undorigen Kalupen sind gebrochselt.

(d) Einige gebrochselte Kalupen sind unfoberant.
(¢)

e) Alle gebrochselten Kalupen sind unfoberant.

Kommentar. Abgesehen von den komischen Wortern eigentlich eine ganze interessante Aufgabe. Die
komischen Wértern sind auch nicht unbedingt schlecht. De facto gibt es drei Bedingungen und durch
Konstruktion oder Widerspruch lassen sich alle fiinf Aussagen beantworten. Die Losung ist falsch,
richtig, richtig, richtig, falsch. O

Auch Aufgabe 5 ist gar nicht schlecht. Nach Kommentar von unserem Tutor habe er diese Aufgabe in
seinem ersten Semester auch auf einem Ubungszettel gehabt. Nun gut, keine allzu groRe Uberraschung
fiir eine klassische Definition der natiirlichen Zahlen.
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Aufgabe 2.2.2. Es sei N : INg — INg die Nachfolgerfunktion auf den natiirlichen Zahlen. Wir setzen
1 := N(0),2 := N(1),3 := N(2) und 4 := N(3). Die Addition + : INg x Ng — Ny und die
Multiplikation - : INg X INg — N werden rekursiv wie folgt definiert: Fiir n,m € INj sei

n+0:=mn, (1)
n+ N(m):= N(n+m), (2)
n-0:=0, 3)
n-N(m):=n-m+n (4)

Beweisen Sie mit diesen Definitionen:

(@) 1+1=2,
(b) 2+2=4,
(c)2-2=4

Kommentar. Das ist eine klassische rekursive Definition der natiirlichen Zahlen durch ihre Nachfol-
gereigenschaft. Die Aufgabe zeigt gut, dass eigentlich offensichtliche Regeln anfangs noch miihevoll
erarbeitet werden miissen. Man beachte zum Beispiel, dass hier dass Kommutativgesetz (noch) nicht
bewiesen ist, man also nicht 0 + 7 = n voraussetzen kann. Das ist auch unter Anderem der Twist bei
Teilaufgabe (c). Ein Beweis geht wie folgt:

2.2=4=2.N(1)=2-142=2-N(0)4+2=2-0+2+2=0424+2=0+N(1) +2
=N(O+1)+2=N(0+N(0))+2=N(N(0+0)) +2=N(N(0) +2=N(1) +2
=242

Und das ist nach (b) schlieRlich 4. O

2.3 Vorlesung 2 - Vollstiandige Induktion
2.3.1 Induktion und Summenzeichen

Wir legen N = {1,2,3,...} und Ny = N U {0} fest. Anhand der GauRschen Summenformel, wurde
die Induktion gezeigt. Dafiir fiihren wir das Summenzeichen ein und besprechen auch diverse triviale
Rechenregel. Dabei verwendet man oft i als Laufvariable, da i fiir Index steht. Dann bewiesen wir
Bernoullis Ungleichung tiber Induktion.

Satz 2.3.1 (Bernoulli). Fiir alle reelle x > —1 und n € IN gilt
(14+x)">1+xn.

Gleichheit ist genau dann, wenn x = 0 oder n = 1.

2.3.2 Teleskopsummen

SchlieBlich beschiftigten wir uns mit Teleskopsummen. Eine interessante Anwendung ist die explizite
Form von Summen der Form }_I' ; i" fiir ein m € IN zu finden. Zum Beispiel gilt

n3:i;(i3—(i—1)3) :Z(3i2—3i+1) :32:‘2—3

i=1

i+n
1

n
1=

Umstellen liefert sofort Y/ ; i, da uns durch der GauRschen Summenformel die andere Summe in
expliziter Form bereits bekannt ist.
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2.3.3 Binomialkoeffizienten

Wir definieren in der Vorlesung (7) fiir n,k € IN und beweisen schlieRlich ein Lemma.

Lemma 2.3.1. Fiir alle n,k € IN gilt

n\ (n-1 n n—1
k) \k-1 k )
Beweisskizze. Benutze auf der rechten Seiten die Definition und klammere geschickt aus. O

Damit kdnnen wir dann den Binomischen Lehrsatz beweisen.

Satz 2.3.2. Firn € N und x,y € R gilt

(x+y)" = kZO (Z) xy k.

Beweisskizze. Vollstandige Induktion nach n. Arbeite ein wenig mit Indexverschiebung und so Sachen
am Summenzeichen. O

2.4 Ubung 2 - Vollstindige Induktion

Wieder waren es fiinf Aufgaben. Nur bléd, dass ich nach fiinf Minuten auch schon fertig war. Die
Aufgaben waren wirklich einfach, wenn man ein wenig Erfahrung hat. Fiir Anfanger allerdings schon
anspruchsvoll. Zur Aufgabe 2 fand ich eine elegante Ldsung.

Aufgabe 2.4.1. Beweisen Sie: Fiir alle reellen Zahlen a mit 0 < a < 1 und alle n € IN gilt die

Ungleichung
n

1—a)" .
( 7) <1+na

Beweis. Fiir alle n > 1 gilt nach Bernoulli

noo_om
14+mna = (1+a)"’

da a > —1. Nun gilt aber

> 1-a)! <= n> (1—a2)n

(14a) — - '
Das ist aber offensichtlich wahr, da die linke Seite sicher mindestens 1 ist und die rechte Seite hdchstens
1 ist. Fiir n = 1 l3sst sich die Ungleichung per Hand nachpriifen. Ich merke aber jetzt gerade auch,
dass letztere Ungleichung fiir 0 < a < 1 sowieso strikt ist. O

Mit Induktion |3sst sich das wohl auch beweisen und es war wohl auch das, was geplant war. Die einzige
noch zul3ssige Induktionslésung, die ich finden konnte, war das bilden des Kehrbruches nachdem ich
die Induktionsvoraussetzung verwendet habe. Dann konnte man ein wenige kiirzen und wegstreichen,
sodass man nicht ganz so viel zu rechnen hatte.

Mit dem Tutor redete ich auch eine Weile iiber diese Ungleichung, denn er hat diesen Beweis nicht
gesehen. Es verwunderte ihn ndmlich (zu Recht!), dass hier Bernoulli verwendet werden kann, da dafiir
nur a > —1 gelten muss. Die Bedingung der Ungleichung sind also irgendwie ziemlich schwach. Wir
tiberlegten zusammen, ob die Bedingung denn verbessert werden kann. Das Ergebnis war, dass wohl
a > —1 klappen sollte.
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2.5 \Vorlesung 3 - Graphen und Biaume
2.5.1 Definition und Darstellungsweisen
Eine klassische Definition von ungerichteten Graphen wird gegeben. Es sei V eine nicht-leere Menge.
Definition 2.5.1. Es gelte [n] := {1,2,...,n}.
Definition 2.5.2. Es gelte
(3) =t lijevizi.
Also ist (3) die Menge aller zweielementigen Mengen von V.

Definition 2.5.3 (Graph). Ein Paar G = (V,E) mit |V| € N und E C (‘2/) heit Graph mit der
Knotenmenge V und Kantenmenge E.

Das ist nun relativ abstrakt, man kann einen Graphen allerdings in verschiedene Méoglichkeiten darstel-
len. Das bloBe Aufschreiben der Mengen V, E, ein Bild mit Knoten und Kanten und die Adjazenzmatrix
wurden genannt.

Kurze Anwendungsbeispiele wie Stralenverkehr wurden angeschnitten.

2.5.2 Knotengrad und ein kleiner Satz
Eine essentielle Eigenschaft von Knoten ist der Knotengrad. Das wollen wir definieren.

Definition 2.5.4. Es sei G = (V,E) ein Graph. Sei i € V. Dann ist
N(i):={jeVI[{ij} € E}
die Menge der Nachbarn von i.

Definition 2.5.5. Die Zahl degi := |N(7)| heit Knotengrad von i. Es ist die Anzahl der Nachbarn
von Knoten i.

Nun kdénnen wir bereits einen Satz beweisen.
Satz 2.5.1. Essei G = (V,E) ein Graph, dann gilt
(a) Lievdegi=2-|E

(b) G hat eine gerade Anzahl von Knoten mit ungeradem Grad,

(c) Wenn |V| > 2, dann gibt es mindestens 2 Knoten mit dem gleichen Grad.
Beweis. Der Beweis ist ziemlich einfach.

(a) Doppeltes Abzihlen.

(b) Folgt unmittelbar aus (a).

(c) Schubfachprinzip. Betrachte zwei Fille: Entweder es gibt Knoten mit Knotengrad |V| — 1 oder
nicht.

O
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2.5.3 Spezielle Graphen
Es sei V = {vq,v2,...,0,} mit n € IN. Dann wollen wir drei besondere Graphen definieren.

Definition 2.5.6. Der Graph
P, = (V,EP"> mit EP = {{0;, 0101 | i € [n — 1]}

heiBt vy, v, -Weg.
Ein Bild veranschaulicht das gut, es ist wie eine Strecke, woraus v1,vy, ..., v, daraufliegen.

Definition 2.5.7. Der Graph
Cu = (V. ES) mit ES = EP U {{o1,0,}}

mit n > 3 heilt Kreis.

Eben eine Definition des Zyklus.

Definition 2.5.8. Der Graph K, = (V, (‘2/)) heit Vollstindiger Graph.

Ich denke nur zuriick zur Pleinfeldklausur. 1 Der gute alte Ks. Wir wollen nun noch Teilgraphen
definieren.

Definition 2.5.9. Es seien G = (V,E) und G’ = (V/,E’) Graphen. Dann heiRt G’ Teilgraph von G,
falls V/ C V und E' C E.

2.5.4 Viel rund um Baum
Wir definieren ziemlich viel, um dann den Begriff Baum definieren zu kénnen.
Definition 2.5.10. Es sei G = (V,E) ein Graph.
e G heilt kreisfrei oder Wald, wenn G keinen Kreis als Teilgraphen enthilt.
e G heilt zusammenhingend, wenn fiir alle v,w € V ein v, w-Weg als Teilgraph von G existiert.

o Inklusionsmaximaler 2 zusammenhingender Teilgraph G’ C G heiRt Zusammenhangskomponen-
te.

e Wenn G kreisfrei und zusammenhangend ist, dann ist G ein Baum.
e Sei G = (V,E) ein Baum. Dann heift b € V Blatt, falls degb = 1.
Wie in der letzten Vorlesung, zeigen wir erstmal einen Hilfssatz, um dann einen Satz zu beweisen.
Lemma 2.5.1. Das Lemma besteht aus drei Teilen.
(a) Zusammenhangskomponenten von Waldern sind Biume.
(b) Ein Baum mit mindestens 2 Knoten hat mindestens 2 Blatter.
(c) Wenn G ein Baum und b ein Blatt ist, dann ist G — b ein Baum.
Beweisskizze. Der Hilfssatz ist eigentlich ziemlich klar.

(a) Trivial.

INachtrag, 01. August 2017: In der Pleinfeldklausur 2016 lieR sich die Graphentheorieaufgabe mit dem Ks Iosen.
2Das heiRt: Wenn wir eine beliebige Kante hinzufiigen, wird die Zusammenhangskomponente nicht gréRer.
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(b) Betrachte einen nicht verlangerbaren v, w-Weg. Dann gilt
degv,degw > 1 und degov,degw > 1.
Also sind v und w Blatter.

(c) Seien v,w € G — b beliebig. Dann hat v, w-Weg in G Kante zu b nicht verwendet. Also gibt es
einen v, w-Weg in G — b.
O

Damit also zu einem Satz, das den Baum charakterisiert.

Satz 2.5.2. Es sei G = (V,E) ein Graph, |V| = n und |E| = m. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent.

(1) G ist ein Baum.

(2) G ist zusammenhingend und m =n — 1.

(3) G ist kreisfrei und m =n —1.

Beweisskizze. Es geniigt (1) = (2) = (3) = (1) zu zeigen.
(1) = (2): Nutze Induktion.

(2) = (3): Nehme an, ein Kreis existiere. Durch Abzahlen und Abschitzen, zeige m > n — 1 oder
so dhnlich.

(3) = (1): Nehme k Zusammenhangskomponenten und zeige k = 1 durch Abzihlen und Abschét-
zen. O

2.6 Ubung 3 - Graphentheorie

Der Prof erwdhnte bereits in der Vorlesung, dass er diesmal mehr Aufgaben eingefiigt hat, weil wohl
Tutoren sich beschwert haben, dass es nicht genug sind. An wem liegt das wohl? Unser Tutor verriet
uns auch, dass er es tatsichlich war. Aufgaben 4 und 6 sollen nach dem Tutor eher schwer sein. Na
gut, Aufgabe 6 war nur eine Bedingung fiir einen Euler-Graphen suchen, Aufgaben 1-3 waren zwar ganz
nett, aber trivial. Aufgabe 4 und 5 waren tatsichlich interessant.

Aufgabe 2.6.1. Sei G = (V,E) ein Graph mit |V| = n € IN Knoten. Beweisen Sie mittel vollstindiger
Induktion nach n: Wenn G mehr als %2 Kanten besitzt, dann hat G ein Dreieck als Teilgraph.

Geben Sie fiir jede gerade Zahl n ein Beispiel an fiir einen Graphen mit n Knoten und %2 Kanten, der
keine Dreiecke als Teilgraph enthilt.

Beweis. Wir nutzen starke Induktion.
Induktionsanfang: Fiir n = 1,2, 3 ist es klar.

Induktionsvoraussetzung: Fiir alle k < n mit n > 3 gibt es in einem Graphen mit n Knoten mit mehr

als ”TZ Kanten ein Dreieck als Teilgraph.

Induktionsschritt: Betrachte n + 1 Knoten. Teile die Knoten in zwei Mengen V; und V, mit |V1| =3
und |V3| = n— 2 auf. Angenommen, der Graph hitte mehr als % Knoten, aber kein Dreieck. Nehme
korrespondierende Eq, E;. Nach Induktionsvoraussetzung ist dann |Eq| < % und |E3| < (niz)Z_ Dann
gilt

324+ (n—2)2 n?—4n+13
|E| < |E1]+ |E2| < ( ) = )

4 4
Doch ) 5
n —44n+13§(n—21) 12 < 6n.
Das stimmt offensichtlich fiir alle n > 3. Fiir den Konstruktionsfall nehmen wir den vollstdndigen
bipartiten Graph K%,%- O
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Niklas fand auch einen schonen Beweis.

Beweisskizze. Betrachte den Knoten mit dem héchsten Grad. Farbe diesen und seine Nachbarn alle
blau und den Rest rot. Sei die Anzahl der blauen Knoten b. Dann lasst sich durch Abz3hlen und
Einschrankung durch die Dreiecksbedingung leicht zeigen, dass die maximale Anzahl an Knoten genau

b(n —b) ist. Das Maximum wird fiir b = 5 erreicht und damit |E| = ”Tz. O

Der Tutor sagte uns, dass der Assistent noch andere Zusatzaufgaben hat. Aulerdem seien unsere
Beweise schoner als die des Assistenten.

Aufgabe 2.6.2. Zeige, dass der vollstidndige bipartite Graph der einzige Graph ist, der als Konstruktion
zulssig ist.

Kommentar. Sollte wahrscheinlich aus Niklas Beweis zu folgern sein. O
Aufgabe 2.6.3. Verallgemeinere. Finde eine optimale Schranke, sodass K, C G.

Kommentar. Ich habe versehentlich mich mit der falschen Aufgabe beschiftigt. Ich habe mir namlich

die beste Schranke angeschaut, sodass G ein Viereck als Teilgraph hat. Die Schranke ”TZ + L%J sollte

optimal sein. Der Beweis geht dhnlich wie in meinem obrigen Beweis. Die Konstruktion ist immer noch

mit einem vollstdndigen bipartiten Graphen, nur fiigt man immer noch einige Kanten ein. Nach dem
Tutor ist die Schranke fiir die eigentliche Aufgabe nach einem groRen Satz . - "72.3 O
Auch Aufgabe 5 war ganz interessant.

Aufgabe 2.6.4. Sei G = (V,E) ein Graph. Wir nennen G = (V,E) mit E := (‘2/) \ E den Komple-
mantargraphen von G.

(a) Beweisen Sie: Wenn G nicht zusammenhingend ist, dann ist G zusammenhangend.
(b) Ist es mdglich, dass G und G zusammenhingend sind?
Beweisskizze. So schwer ist das nicht.

(a) Nehme die Zusammenhangskomponenten G, Gy, ..., G, von G. Betrachte, dass es immer Weg
von Gi zu G mit k # 1 in G gibt. Davon aber wieder ein Weg zuriick nach G;. Damit existiert
fir jeden Knoten von Gi mit jeden anderen Knoten aus Gy, Gs,..., G, und Gp ein Weg. Aus
Symmetriegriinden sind wir fertig.

(b) Nicht schwer. Nehme einen |V| = 4 und betrachten einen symmetrischen Graphen. Zum Beispiel
ist ein Z ein guten Beispiel.

O

2.7 Vorlesung 4 - Prddikatenlogik
2.7.1 Die beiden wichtigsten Quantoren

Anders als in der Aussagenlogik betrachten wir in der Pradikatenlogik Aussagen mit freien Variablen.
Diese haben zunichst keinen Wahrheitswert. Betrachte zum Beispiel (x > 2). Dieser hat zunichst
keinen Wahrheitswert. Damit wir in der Logik mehr damit anfangen kénnen, soll es irgendwie einen
Wahrheitswert bekommen. Und dafiir gibt es mehrere Moglichkeiten.

e Man weist x einen Wert zu. Zum Beispiel x — 3.
e Man bindet x mit einem sogenannten Quantor.

Wir wollen die Quantoren genauer definieren.

3Nachtrag, 29. Juli 2017: Es handelt sich um den Satz von Turan.
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Definition 2.7.1. Wir definieren den Allquantor und den Existenzquantor.
(a) Allquantor: Vx : ¢(x) : "Fiir alle x gilt ¢(x).”

(b) Existenzquantor: Jx : ¢(x) : "Es existiert ein x, fiir das ¢(x) gilt.”

Meist gibt man einen expliziten Bereich von x an, falls dieser nicht aus dem Kontext klar ist. Das ist
auch der Typ von x.

2.7.2 Einige Regeln fiir Quantoren

Ahnlich wie die De Morgan'sche Regel in der Aussagenlogik, ldsst sich auch in der Pridikatenlogik die
Negation rausziehen.

Satz 2.7.1. Es gilt
—Vx:p(x) < Jx: —p(x) und —3x: ¢(x) & Vx: —g(x).

Es folgt ein komplizierteres Beispiel aus der Analysis. Der Prof merkt an, dass insbesondere in der
Analysis diese Quantoren sehr oft genutzt werden.

Beispiel 2.7.1. Eine Funktion f : R — R heilit stetig, wenn
VxeR:Ve>0:30>0:VyeR: ([x—y| <d=|[f(x)—f(y)| <e)

gilt.

Aulerdem ist die Reihenfolge der Quantoren wichtig. Dazu sehen wir einige Beispiele.

Beispiel 2.7.2. Betrachte
VneNy:ImeNy:m>n und dm € Ny :Vn € Ny : m > n.

Offensichtlich ist die erste Aussage wahr, wihrend die zweite falsch ist. Analog ist das in der Analysis
mit beliebig kleine Zahlen. Zwar existieren beliebig kleine Zahlen, aber keine infinitesimalen Zahlen,
zumindest in der Standardanalysis.

Hier fiigt der Professor an, dass seit dem 20. Jahrhundert eine moderne Form der Analysis existiert, in
der mit solche infinitesimalen Zahlen gearbeitet wird. Solche Zahlen sind zwar grofer als 0, aber kleiner
als alle positiven reellen Zahlen.
2.7.3 Ein Beispiel aus der Analysis
Folgendes Beispiel zeigt, welchen grollen Unterschied die Reihenfolge der Quantoren machen kann.
Beispiel 2.7.3. Betrachte die folgenden zwei Behauptungen.
Vx>0:3M>0:Vy > 0: |vx— /y| < M|x—y| (5)
IM>0:Vx>0:Vy>0:|vVx—y| <Mx—y| (6)
Entscheide, ob sie wahr oder falsch sind.

Motivation (5). Sei x > 0 beliebig. Dann ist x fest. Die Ungleichung ist dquivalent zu

Vx = vyl < M.
P <

y

Links beschreibt die Sekantensteigung durch die Punkte (x, /x) und (y, ,/¥) durch die Wurzelfunktion.
Sie beschreibt, dass diese durch ein M > 0 beschrankt werden kann.
Anschaulich ist leicht einzusehen, dass das wahr ist. O
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-~
\

Beweis. Sei x > 0 beliebig und M = % Dann gilt offensichtlich \/x + /5 > 0 und |x —y| > 0.
Also folgt

lx —yl [x =yl
< BN Mlx—y| = Vx- 7l < Mlx -y,

Wir sind also fertig. O

Die Wahl von M wird durch Riickwartsarbeiten motiviert.

Motivation (6). Diese Formel besagt, dass die Sekantensteigung gleichmaBig beziiglich x und y be-
schrankt ist. Dabei bedeutet gleichmaBig hier, dass M weder von x, noch von y abhdngen darf.
Anschaulich ist das falsch.

Ahnlich wie zum obigen Beweis, wihlen wir geschickt Zahlen. Zum einen kdnnen wir einfach wieder
riickwérts arbeiten. Mein Beweis ist genau davon motiviert. Der Prof nutzt eine andere Motivation. Er
betrachtet die GroRenordnungen von M und beobachtet, dass beide Seiten die gleichen GréRenordnung
haben sollten, sodass es sich anbietet x, y mit Grad —2 beziiglich M zu wahlen. O

2
Beweis von mir. Sei M > 0 beliebig und ¢ > 0 beliebig. Wa3hle dann also 0 < x < (MlJre) und

2
y= (ﬁ - x2> . Beachte ﬁ —x% > 0. Es folgt

lx—y| 1 1
f - \/y \/E + \/y M1+5
Fertig. U

=M+e> M.

Beweis vom Prof. Wihle x = 41W >0und y = 7 > 0. Dann gilt

1 3
VisVi=gy o ud vy =gam

Also [/x — /Y| > M|x —y|. O

2.7.4 Abstraktion: Analyse der Beweise

Jedes der Schritte in den obrigen Beweisen lassen sich mit pradikatenlogische Regeln erkldren. Man
geht nach einem bestimmten Schema.

12
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Beispiel 2.7.4. Wir wollen den V-Quantor entfernen. Zu zeigen sei

Vx € T: B(x), gegeben A.
Es sei x € T gegeben. Nun ist nur noch

B(x), gegeben A,x € T
Zu zeigen.
Beispiel 2.7.5. Wir wollen den 3-Quantor entfernen. Dazu wéhle man ein x = Term € T und gehe
nach einem &dhnlichen Schema wie oben.
2.7.5 Pradikatenlogische Analyse von Induktionsbeweisen
Zu zeigen sei ¢(n) fir alle n € Np. Dann ist das Induktionsschema
$(0) A [Vn € Ny : (¢(n) = ¢(n+1))] = Vn € Ny : ¢(n).

Wir wollen das analysieren.

(1) Zu zeigen ist
Vn € Ny : ¢(n).

Beweis durch vollstindige Induktion.

(2) Noch zu zeigen ist
$(0) A[vn € No: (¢(n) = ¢(n+1))].
Jetzt kommt der Induktionsanfang.

(3) Hier zu zeigen ist
¢(0).

Beweis von ¢(0) kommt hier. Dann der Induktionsschritt

(4) Hier zu zeigen ist
VneNp: (¢p(n) = p(n+1)).

Jetzt geniigt es wie im vorherigen Abschnitt den Allquantor und Existenzquantor zu behandeln.

2.8 Ubung 4: Pridikatenlogik und Analysis

In der Vorlesung hat der Prof vergessen, die Ubungszettel herauszugeben. Also fing der Tutor an, alle
Aufgaben per Hand aufzuschreiben. Aufgabe 2 und 3 hingen zusammen und Aufgabe 4 war gar nicht
so leicht.

Aufgabe 2.8.1. Formulieren Sie das Gegenteil der Aussage
Ve>0:30>0:VxeR:VyeR: (|x—y| <6 = ‘xz—yz‘ <£)

und beweisen Sie das Gegenteil der Aussage.

Beweis. Das Gegenteil der Aussage ist

38:V(5>O:3x€]R:3y€]R:(|x—y|§(5 = ‘xz—y2‘2£)

Sei € und J beliebig. Wihle x = Eerfz und y = x — 8. Dann gilt [x —y| = |x — (x = &)| = |6] < 4, da
6 > 0. Es gilt aber auch
’xz—y2’ = ‘23«5—(52’ = le| > e

Wir sind fertig. O
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Motivation. Die Bedingung ist
[x—y| <6 <~ ‘xz—yz' < dlx+y|.

Beachte, dass wir Gleichheit wahrscheinlich erreichen kdnnen. Lasse die Betragsstriche einfach mal
weg, man wird es schon irgendwie so wahlen kénnen, dass die nicht nétig sind. Wir wollen auf jeden
Fall Gleichheit erreichen, da ‘xz — yz‘ moglichst groll werden soll, um ¢ zu iibertreffen. Deshalb wollen
wir Gleichheit. Dazu muss x — y = J gelten. Andersrum ist

Sx+y|>e < |x+y| > %

Auch hier reicht Gleichheit. Also belassen wir es mal bei Gleichheit. Damit haben wir

x—y=29,
n €
X =-.
775
Das ist ein lineares Gleichungssystem in x,y mit zwei Gleichungen. Das ist leicht zu I6sen. O

Nun noch die Weiterfiihrung von Aufgabe 5 an Tag 1. Das Kommutativgesetz und Assoziativgesetz
auf den natiirlichen Zahlen.

Aufgabe 2.8.2. Die Addition 4 : Ny x INg — INg auf den natiirlichen Zahlen sei rekursiv definiert
durch

n+0:=mn,
n+ N(m):= N(n+m).
Beweisen Sie damit durch vollstandige Induktion:
(a) Firallea,b e Nggilta+b=>b+a.
(b) Fiir alle a,b,c € Ny gilt (a+b)+c=a+ (b+c).

Beweis. Beide beweisen wir iiber vollstindige Induktion. Davor beachte man, dass N(n + 1) = n fiir
n € Ny leicht {iber Induktion zu zeigen ist.

(a) Vollstindige Induktion nach b.
Induktionsanfang: Es gilt
0+a=04+Nb-1)=N0O+(a—-1))=---=N(N(...(0))...)=a=a+0.
Das kann man mit Induktion klar machen.

Induktionsvoraussetzung: Es gelte a +n = n + a fiir alle n < b und a € Ny beliebig.

Induktionsschritt: Vollstindige Induktion nach a. Fira =0gilt 0+ (b+1) = (b+1) + 0 nach
dem vorherigen Induktionsanfang. Sei nun als Induktionsvoraussetzung m+ (b+1) = (b+1) +m
fir m < a. Dann gilt

14
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Beachte, dass die Anwendungen des Kommutativgesetzes immer durch eines der beiden Indukti-
onsvoraussetzungen gelingt. Damit ist die Induktion fertig und daraus folgt auch unmittelbar die
andere Induktion.

(b) Es seien a,b € INj beliebig. Vollstdndige Induktion nach c.
Induktionsanfang: Es gilt (a+b)+0=a+b=a+ (b+0).
Induktionsvoraussetzung: Seien 4,b € Ny und n < ¢. Dann gilt (a+b)+n=a+ (b+n).
Induktionsschritt: Es gilt

(a+b)+(c+1)=N((a+b)+c)=N@a+(b+c)) =a+N(b+c)=a+ (b+ (c+1)).

Fertig.

2.9 Vorlesung 5 - Abzihlbarkeit und Uberabzihlbarkeit
2.9.1 Definition und Beispiele

Definition 2.9.1. Eine nichtleere Menge M wird abzahlbar genannt, wenn es eine Folge a1, 45,43, . ..
von Elementen von M gibt, sodass alle Elemente mindestens einmal als Folgenglied auftreten. Auch @
ist abzahlbar.

Man kann es auch anders definieren. Hier eine dquivalente Definition.

Definition 2.9.2. Eine Menge M # @ heilit abzdhlbar, wenn es eine Funktion a = (a,),en : N — M
mit Wertebereich M gibt. Eine solche Folge nennt man Abzidhlung von M. Auch @ ist abzahlbar.

Dabei beachte man, dass die Notation a : IN — M bloR besagt, dass alle Bilder von N an f in M
liegen, jedoch die Funktion nicht zwingend surjektiv ist. Mit dem Zusatz, dass M der Wertebereich
ist, ist a auch surjektiv. Zusammengefasst kann man sehen, dass diese Funktion a bijektiv ist.

Beispiel 2.9.1. Jede endliche Menge M ist abzihlbar.

Beweis. Offensichtlich ist @ abzahlbar. Sei also |[M| = n € N, dessen Elemente x1,xy,...,x, seien.
Dann nehme die Abzahlung x1,x2,..., %Xy, Xy, Xy, - . .. O

Beispiel 2.9.2. Die Menge der natiirlichen Zahlen IN ist abzahlbar. Auch INy und insbesondere fiir
alle k € Z mit My = {¢ € Z | { > k} sind abzahlbar.

Beweis. Nehme die Abzihlung a, =n+k—1. O
Beispiel 2.9.3. Die Menge der ganzen Zahlen Z ist abz3hlbar.

Beweis. Nehme die Abz3hlung

1 -
0 = —I= fir2{n,
2 fir 2 | n

fur n € IN. O

Genau das motiviert aber eine Verallgemeinerung, eine Abstraktion.

15



Qi Zhu Probestudium Mathematik LMU

2.9.2 Hilfssitze mit mengentheoretischen Operatoren
Lemma 2.9.1. Sind A und B abzdhlbare Mengen, so ist auch deren Vereinigung A U B abzdhlbar.

Beweis. Wenn A oder B leer sind, dann ist es klar. Also A und B nichtleer. Seien a = (a,)pen : IN — A
und b = (by)yen : N — B Abzdhlungen von A und B. Wihle dann

an1 fur2tm,

Cy = 2

b fir2|n

2

fir n € IN als Abzihlung von A U B. O
Lemma 2.9.2. Ist M eine abzihlbare Menge und L C M eine Teilmenge, so ist L abzahlbar.

Beweisskizze. Nehme die Abzdhlung von M und nenne ungiinstige Folgenglieder um. O

2.9.3 Abzihlbarkeit von N x N und QF

Dabei sei N x N = {(n,m) | n,m € IN}. Wir geben bloB ein Abz3hlungsverfahren an. Nutze Cantors
erstes Diagonalverfahren. Offensichtlich sind die Probleme der Abzihlbarkeit von N x IN und Q™ sehr
verwandt und lassen sich beide mit dem Verfahren 16sen. Auch das wollen wir abstrahieren.

Lemma 2.9.3. Ist My, My, M3, ... eine Folge abz3dhlbarer Mengen, so ist auch deren Vereinigung

V=|J M,={k|IneN:keM,}
neN

abzahlbar.

Beweis. Seien oBdA My, My, ... nichtleer. Fiir jedes n € IN wihlen wir eine Abz3hlung (1) men von
M,,. Es sei weiter ((my, 1g))n €ine Abzahlung von IN x IN. Dann ist (@, )ken €ine Abzahlung
von V. In der Tat ist jedes Element a,,,, mindestens einer der Folgenglieder. O

Wir sehen uns dazu ein Beispiel an.
Beispiel 2.9.4. Wenn wir %IN = {% | k e ]N} definieren, dann ist Q" = U,en %]N, also abzahlbar.
Analog Q™. Damit ist auch die Menge der rationalen Zahlen
Q=Q u{ojuQ"
abzdhlbar.

Ein etwas abstrakteres Beispiel folgt.

2.9.4 Potenzmengen und Abzdhlbarkeiten
Beispiel 2.9.5. Fiir jede abzihlbare Menge M ist P,(M) := {N | N C M, N ist endlich} abzahlbar.

Beweis. Im Fall M = @ ist P.(M) = {@}. Dann ist die Behauptung offensichtlich. Sei also M
nichtleer und (ay,),en eine Abzihlung von M. Fiir n € IN setzen wir

Ly, ={N|NC{ay,ay,...,an}}.

Da die Menge {ay,ay,...,a,} endlich ist, ist auch L, endlich, also auch abzihlbar. Nun ist jede endliche
Teilmenge N C M eine Teilmenge von {ay,ay,...,a,}, wenn n € IN hinreichend groR gewihlt wird.
Anders gesagt gilt
Pe(M) = | Ln.
nelN

Also ist P.(M) nach Lemma 2.9.3 abzahlbar. O
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Beachte, dass wir in dem Beispiel von endlichen Teilmengen ausgegangen sind. Fiir unendliche Teil-
mengen passieren ndmlich seltsame Dinge. Plétzlich ist die Behauptung eine ganz andere, wenn die
Endlichkeit vernachldssigt wird.

Definition 2.9.3. Die Menge P(M) = {N | N C M} heilt Potenzmenge von M.
Definition 2.9.4. Eine nicht abz3dhlbare Menge nennt man auch iiberabzéhlbar.
Satz 2.9.1. Die Potenzmenge P (IN) ist liberabzihlbar.

Beweis. Zu zeigen ist, dass jede Folge (M), von Teilmengen M, von IN nicht alle Teilmengen von
IN treffen kann. Wir bilden hiermit die Menge

D:={neN|n¢&M,} CN.

Dann gilt also auch fiir jedes n € N die Aquivalenz n € D <= n & M,,. Damit kann D unmdglich
M, fir jedes n € IN sein. Es folgt, dass Menge D nicht im Wertebereich (M, ),en liegt, womit wir
fertig sind. O

Das Beweisverfahren ist sehr bekannt und damit wollen wir uns zum Abschluss noch beschéftigen.

2.9.5 Cantors zweites Diagonalverfahren

Die wesentliche Beweisidee ist das Zweite Diagonalargument von Cantor. Georg Cantor lebte 1845-
1918 und ist hierfiir bekannt. Wir wollen das hier veranschaulichen.

n |1 2 3 4 5
an(My) 1 110
a,(Mp) | 1 0 0 1
a,(Mz) [ 1 0 11
a,(Mg) |1 0 0 1
an(M5) 0 1 1 0

Dafiir kodieren wir die Menge M € IN durch eine Folge (a,,(M)),cp von Nullen und Einsen. Es sei

dann
1 firnmeM
M) = !
(M) {0 fiir n & M.

Wir wollen uns die Teilmengen M,, so kodiert vorstellen. Ein Beispiel ist Folgendes.

Betrachte also die gefarbte Diagonale. Dann dreht a, (D) die gefirbten Zahlen sozusagen um. Folglich
kann a, (D) offensichtlich keines von My, M, M3, ... kodieren. Damit ist D sicher nicht My, My, . ...
Genau das ist die entscheidende Idee.
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Diese Idee konnen wir Uminterpretieren. Einerseits kdnnen wir die Zahlen 0 und 1 natiirlich als Wahr-
heitswerte wie oben sehen. Andersrum kénnen wir diese natiirlich auch als Dezimalziffern auffassen.
Unmittelbar folgt hieraus ein entscheidendes Korollar.

Satz 2.9.2. Die Menge M aller reellen Zahlen x € [0,1[, in deren Dezimaldarstellung nur Ziffern 0
und 1 vorkommen, ist nicht abz3hlbar.

Korollar 2.9.1. Die Menge der reellen Zahlen R ist {iberabzahlbar.

Mit dem Diagonalverfahren von Cantor kdnnen wir noch ein bisschen mehr als die Uberabzihlbarkeit
von P(IN) beweisen.

Lemma 2.9.4. Es sei S eine Menge. Dann gibt es keine Funktion f : S — P(S) mit Wertebereich
P(S).

Beweis. Es sei f : S — P(S) eine Funktion. Hierzu bilden wir
D:={neS|n¢f(n)}CS.

Dann gilt fiir jedes n € S die Aquivalenz n € S <= n ¢ f(n). Damit kann also D = f(n) fiir alle
n € S nicht gelten, sodass D nicht im Wertebereich von f liegt. O

Beachte, dass das Argument nun aussagt, dass die Potenzmenge sozusagen machtiger macht. Insbe-
sondere gibt es zwar den Unterschied zwischen abzéhlbare und iiberabzihlbare Mengen, aber nun auch
noch Unterschiede in den {iberabzihlbaren Mengen. So ist zum Beispiel P(R) michtiger als R.
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